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Presentacon

Tzaloa es una publicacion periddica trimestral de la @lada Mexicana de Matemati-
casy su objetivo es fomentar el estudio de las matematicas ana disciplina dinami-
ca y creativa. El disefio de las secciones y la cuidadosaci@fede sus contenidos
buscan apoyar de manera efectiva, con informacion y coarmabgs de calidad, a es-
tudiantes y profesores de nivel medio superior que cada@poeparan para participar
en los diferentes concursos de la Olimpiada de Matematicas

Esta revista, con orgullo, toma su nombre del nahuatl poesta hecha por y para los
mexicanos. Tzaloa significa aprender y las paginas quenmoan buscan ayudar a
satisfacer la necesidad de contar con espacios adecuadgsrptesores, estudiantes
Yy, en general, para todas aquellas personas interesadasanadlar e incrementar sus
capacidades para el razonamiento l6gico matematicogstalucion de problemas.

Tzaloa, Ao 2010, Nimero 4

Para despedir al af2010, en este numero de tu revista, hemos incluido dos intere-
santes articulos, los examenes de los Ultimos concumsamacionales en los que
participd México, la informacion Olimpica mas actiratla y, desde luego, una rica
variedad de problemas para que pongas a prueba toda tudagaci

Como es el (ltimo nimero del afio, para la seleccion deernzh que conforma las

seccione$’roblemas de Factica y Problemas Propuestdsemos contemplando pro-
blemas cuya solucion no es trivial y muchos de los cualesssideran de nivel avan-
zado. Sin embargo, lo anterior no debe desanimar a todofi@gjieetores que apenas
se inician, hay que tener en cuenta que la valoracion saldlifidultad de un problema
siempre es subjetiva y que muchas veces, una idea origimehyiva, puede hacer que
un problema considerado como dificil encuentre una sotuséncilla.

El articulo de temas matematicos que seleccionamos pwraémero trata sobf(&r-
cundrculosy es una colaboracion de Eduardo Velasco Barreras. Con pliaaex-
periencia olimpica, Eduardo nos presenta un excelenterialajue estamos seguros
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sera de gran valor para todos aquellos que trabajan en parpogdn para participar
en alglin concurso. Es un hecho que, a lo largo de todo el miosiproblemas de
geometria son los que aparecen con mayor frecuencia exdoseaes olimpicos de
todos los niveles y que, de entre los problemas geométtaogue involucran al cir-
cuncentro de un triangulo (ya sea en su planteamiento o solscion) tiene un lugar
destacado. Aunado a lo anterior, la seleccion de los egsicogidos para este articu-
lo es excepcional, a través de ellos es posible observao éés circuncirculos junto
con resultados clasicos sobre angulos inscritos, sesgritos, potencia de un punto
con respecto a un circulo, etc. permiten resolver, de naaglegante, una gran varie-
dad de problemas geomeétricos.

Desde el afo pasado decidimos que en el cuarto nUmero deadad se presentaria
un articulo adicional con la visibn de un matematico famdEsta seccion sobre el
guehacer de los matematicos busca acercar a nuestragtectm quienes han dedica-
do su vida profesional a explorar la belleza del mundo matem Es asi, que en esta
ocasion y como regalo de fin de afio, presentamos la enrepie Emilio Lluis Riera
dio en exclusiva para los lectores de Tzaloa. La pasiénais pbr las matematicas ha
dejado una imborrable huella en muchas generaciones denétites mexicanos. Su
nombre es conocido en todo el mundo y sus importantes coaimibes al desarrollo
de esta ciencia han puesto en alto el nombre de México. HhoyicH_luis Riera, con la
sencillez y carisma que le caracterizan, comparte con musdsictores una agradable
charla que estamos seguros disfrutaran tanto como nesotro

Como siempre, en la seccion de Olimpiadas InternaciomaiEesentamos los resulta-
dos y examenes de los (ltimos concursos en los que Mégitizipbd. Presentamos el
examen de 1&1* Olimpiada Internacional de Matematicas, en la que Métugo una
participacion destacada. Ademas incluimos los exasena soluciones de la XXII
Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifico (APMO, psisiglas eninglés) y de
la Xll Olimpiada Centroamericanay del Caribe; eventos arglee México alcanz6 el
15° y 1°" lugar respectivamente. Ademas, en esta ocasion, tarimakiimos las solu-
ciones de los examenes de la American Mathematics Conmope#MC), mismos que
sirvieron como preparacion para las delegaciones mexscqme este afio participaron
en concursos internacionales.

Meéxico y las Olimpiadas de Matenaticas

Hace mas d&3 afios que la Sociedad Matematica Mexicana ha venido impdts
vigorosamente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de idatieas (OMM). Desde
sus inicios, este programa se ha visto fortalecido graciasparticipacion de miles
de jovenes estudiantes y a la entusiasta colaboraciérugbas profesores quienes,
de manera espontanea y altruista, han dedicado sus esfueraejorar la ensefianza
y elevar la cultura matematica de nuestro pais. Motivado®l movimento olimpico,
en escuelas ubicadas a lo largo de todo el territorio nakise&an desarrollado innu-
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merables talleres de resolucion de problemas, dondeiastad y profesores trabajan
con el (inico afan de incrementar sus capacidades parzoglamiento, el analisis y la
creatividad matemética.

En el ambito internacional, mediante la destacada ppaitébn de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana aterivaticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemética nacional.,Peés importante alin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido paraesarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccibn temprana de jovendslento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacion adecpada desarrollar al maximo
todo su potencial. Asimismo, la participacion en los cosca olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidiadieslo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jovenes ex-olimpicosmnms que cuentan con una
s6lida formacion matematica y muchos de los cuales hamg®ecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacio

242 Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matematieagsarrolla el etapas:
= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccion y participacion de las detgeas nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la24® Olimpiada Mexicana de Matematicas podran participardstsidiantes de
México nacidos después del de agosto dé991. Los concursantes deberan estar ins-
critos en una institucion preuniversitaria durante efngni semestre del ciclo escolar
2010-2011y, para dl° de julio de2011, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacion puedes consultar la @agin

http://ww. onm unam nx

Para la primera etapa, los participantes deberan inssildirectamente con el Comi-
té Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de 4 Olimpiada Mexicana de Matematicas se realizara del
21 al 26 de noviembre de 2010 en Ensenada, Baja Californias fgfimeros lugares
de este certamen se les invitara a la etapa de entrenaryieateccion de las delega-
ciones que representaran a México en las distintas Qdidagi Internacionales del afio
2011: la XXl Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifque se llevara a cabo
en el mes de marzo; la XIII Olimpiada Matematica de Centi@dera y el Caribe, que
se celebrara en el mes de juniojl Olimpiada Internacional de Matematicas, que se
llevara a cabo en julio en Amsterdam, Paises Bajos, y la M3Nmpiada Iberoameri-
cana de Matematicas que se realizara en el mes de septiemfosta Rica.
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Circuncirculos

Por Eduardo Velasco Barreras

Nivel Avanzado

Entre los primeros puntos importantes de los triangul@segtudiamos en la olimpia-
da esta etircuncentro Este es el punto de concurrencia deradiatricesgue tiene
la propiedad de que es el (inico punto que se encuentra a faandistancia de los
vértices del triangulo, en otras palabras, podemostazairculo con centro en el
circuncentro que pasa por todos los vértices del triamdrécordemos que la media-
triz de un segmentd B es la recta perpendiculardB que pasa por su punto medio.
Empecemos con un ejemplo.

Ejemplo 1. SeaABC un triangulo equilatero. Sead’ el punto en la rect®C (dis-
tinto deC) tal que BC = BA’, B’ el punto en la rect&' A (distinto deA) tal que
CA = CB’'y (' el punto en la rectal B (distinto deB) tal queAB = AC’. Pruebe
que los triangulost BC'y A’ B’C’ tienen el mismo circuncentro.




2 Circuncirculos

Solucion. SeaO el circuncentro del BC'. Demostraremos que es también el circun-
centro ded’ B'C’, probando qu&® A’ = OB’ = OC’, y de esta manera quedara de-
mostrado que los triangulos tienen el mismo circuncentro.

ComoO es circuncentro del BC' se tiene qué) A = OB. Ademas, por seABC
equilatero,

/OBA" =180° — ZOBC = 180° — 30° = 180° — ZOAB = ZOAC".

Finalmente, por construccion, y por séBC' un triangulo equilatero, se tiene que
BA'= BC =BA = AC".

De las tres igualdades anteriorésd = OB, /0BA’ = ZOAC’',BA" = AC’, se
concluye que los tringula8BA’ y OAC’ son congruentesy entona@sl’ = OC’. De
manera analoga podemos demostrar que los trianguas’ y OC' B’ son congruen-
tes, de lo cual se concluye q0&’ = OB’, de donde se sigue qued’ = OB’ = OC’
y O es circuncentro dd’ B'C".

Una propiedad muy utilizada en la olimpiada es la relaci@tnecangulos inscritos en
una circunferencia. Como utilizaremos mas adelante estdtado, vamos a enunciar-
lo:

Teorema deIAngqu Inscrito La medida dengulo inscrito es igual a la mitad de la
medida debngulo central.

En la figura se ilustra este teorema: El angulo inscrito migeel angulo central mide
2a.

Una relacion importante que existe entre el circuncentesyalturas de un triangulo
es la siguiente:

Propiedad 1.SeaABC un triangulo cuyo circuncentro €3y seaAD la altura desde
A. EntoncesBAD = ZCAO.
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Aq

Solucion. Consideremos el circuncirculo del triangulBC' y prolonguemos la recta
AO hasta que corte al circuncirculo en un puntp. Como AA; pasa por el cen-
tro O entonces es un diametro de la circunferencia de donde se gige el angulo
ZACA; = 90° (por el Teorema del angulo inscrito). Como los anguo$A,C' y
Z/ABC abren el arcolC del circuncirculo, entonce$ABD = ZAA;C. Por otro la-
do,/BDA = 90° = ZA;CA. Estas dos Ultimas igualdades implican que los triangu-
losBDAy A;C A son semejantes, de donde se concluyeBelD = ZC AO.

Propiedad 2.SeaA BC un triangulo con circuncenti@. Entonces CBA+/CAO =
90°.

A

4%

Solucion. Como AD es altura, tenemos quéDBA + Z/BAD = 90°. Sin embargo,
LDBA = ZCBAYy porla Propiedad ¥XBAD = ZC AO. Sustituyendo las igualda-
des en la suma, obtenemos el resultado.

Esta propiedad esta enunciada aqui para los angifiisA y Z/C'AO. Sin embargo,
se puede demostrar de la misma manera que

LABC 4+ ZACO = 90°
LACB+ ZABO = 90°
ZBCA+ /ZBAO = 90°
LCAB+ ZCBO = 90°
ZBAC + ZBCO = 90°.
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a+ B +v=90°

Cuando tenemos problemas en los que se involucra al cirotroceasi siempre re-
sulta Gtil trazar el circuncirculo del triangulo y trazgiguno de los diametros. Sin
embargo, también se pueden utilizar propiedades comaiaacpbamos de demostrar
pararesolver problemas. Para ilustrar las propiedadssysmos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2. SeaA BC un triangulo de circuncentrO y seaAD la bisectriz de/ BAC
con D sobreBC'. La perpendicular &C por D corta aAO en P. Demuestre que
PA=PD.

Solucion. Demostraremos quéPDA = /PAD, lo que implica que el triangulo
ADP es isbsceles coRA = PD. Tenemos que PDA = 90° — ZADB, por ser
PD perpendicular &8C. También se tiene queADB = /DAC + ZACD, por ser
ZADB exterior en el trianguld® AC'. Entonces

/PDA =90° - /DAC — ZACD.

Por otro lado, tenemos quéPAD = /PAB — /DAB = /PAB — Z/DAC ya que
AD es bisectriz. Queremos demostrar glieDA = ZPAD, lo cual es cierto ya que
utilizando la Propiedad 2 tenemos que
/PAB = ZOAB
= 90° - ZACB
= 90° — ZACD,
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lo que finaliza la demostracion.

Ahora, vamos a combinar algunos de los resultados ya desdostpara dar una ca-
racterizacion del circuncentro:

Propiedad 3.SeaABC un triangulotal que /BAC es unanguloaguda Si O es un
punto del mismo lado de la reciC' que A tal que£BOC = 2/BAC,y OB = OC,
entonce®) es el circuncentro del trianguldBC.

Solucion. Notemos primero que el circuncentro cumple con ambas plages, es
decir, sitrazamos el circuncentro d&C, por ser/ BAC un angulo inscrito Y BOC
el angulo central tendremos queBOC = 2/BAC, ademas de qué&B = OC
porque estas longitudes son radios.

Para ver que so6lo el circuncentro cumple con esta propjegatnos lo siguiente: El
hecho de que un punt@ satisfaga qué&B = OC es equivalente a qu@ se encuentre

en la mediatriz del segmenf®C' (y de hecho el circuncentro esta en esa recta), y el
hecho de qu& satisfaga la relaciobn de angulos y que esté del mismo dadBC
queA significa queD pertenece al arco de circunferendla’ gue pasa también por el
circuncentro.

El puntoO, debera estar por lo tanto en la interseccion del arcoaorediatriz. Como
la mediatriz y el arco se intersectan en un solo punto, dicingpdebe ser Gnico, por
lo que solo el circuncentro cumple con esas condiciones.

Esta Gltima propiedad es bastante (til para demostrdngmras que no son sencillos
sin esta herramienta.

Ejemplo 3. SeaA BC un triangulo de incentrd. El incirculo del trianguldd BC' toca a
losladosBC, CA, ABenA’, B',C’, respectivamente. Séé el punto diametralmente
opuesto &, y seaD la interseccion de las lineds'C’ y A’K. Pruebe qu&'D =
CB'.
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B A’ C

Solucibn. ComoCB’ y C A’ son tangentes al incirculo des@g entonces tienen la
misma longitud. Demostrar qu€' D = OB’ es equivalente entonces a demostrar que
CD = CB' = CA’, lo cual nos dice que el problema es equivalente a demostear q
C es el circuncentrodd’ B’ D.

Observemos qu€'y D se encuentran del mismo lado de la re¢t®’. Para demostrar
queC es el circuncentro dd’ B’ D utilizaremos la Propiedad 3. Para poder aplicarla
necesitamos verificar tres cosas:

/B'DA" < 90°
/B'CA" = 2/B'DA
CA = CB'.

1. ComoC’K es diametro del incirculo, entoncgs’ A’D = 90°, por lo que el
trianguloC’ A’ D es rectangulo ed’ y el angulo/B’D A’ es agudo.

2. ComoB’ es punto de tangencia del incirculo con el latdd entonces’ I B'C' =
90°. De la misma maneraIA’'C = 90°. Como/IB'C + /ITA'C = 90° +
90° = 180°, entonces el cuadrilater® I A’C es ciclicGy L A'IB'+/A'CB’ =
180°. Esta Gltima ecuacion es equivalente’d’CB’ = 180° — 2/ A'C'B’,
puesA’'CB’ es inscrito yA'IB’ es el angulo central correspondiente. Como
ZA'C'B'+ ZA'DB' = 90°, se tiene que B'CA’ =2/B'DA’.

3. CA’ = OB’ yalo habiamos demostrado.

Como se cumplen las tres condicion€ses circuncentro del triangulB’ A’ D, y en-
toncesC'D = C'B’, como queriamos.

Ejemplo 4. SeaABC D un cuadrilatero convexo inscrito en una circunferendigua
AD es diametro, y seaR el punto de interseccion déB y CD, y Q el punto de
interseccion dedC'y BD. SeaO el punto de interseccion de las tangentesipgrC

a la circunferencia. Demuestre qQe P, ) son colineales.

1ver en el apéndice el teorema POTENCIAS.
2Ver en el apéndice la definicion ... y el teorema ... CUADRIERO CICLICO.
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D

Solucibn. Para demostrar que estos puntos son colineales, demostsageie
ZAPO = LAPQ.

Primero notemos qué ACD = ZABD = 90° ya queAD es diametro. Sea =
/BAC. Observemos que, como el trianguldC es rectangulo e, entonces

ZBPC =90° — a.

Ahora, comoOB y OC son tangentes a la circunferencia, entonces, por el Teorema
deIAngqu Seminscritd, se tiene queOBC = Z/0OCB = /BAC = «, por lo que
OB = OC'y ademas

/BOC = 180° — 2a.

Observemos que el trianguBPC es acutangulo, que el puné esta en el interior

de éste y satisfac®@B = OC ya queOB y OC son tangentes. Ademas tenemos que
/BOC =2/BPC, porlo que concluimos por la Propiedad 3 ques el circuncentro

del trianguloBPC. ComoO es circuncentro, aplicando la Propiedad 2 tenemos que
/ZBPO = 90° — ZPCB. Utilizando que el cuadrilaterd BC' D es ciclico/PAD =

180° — ZBCD = /ZPCB. Entonces

LAPO = /BPO =90° — ZPCB =90° — ZPAD.

Ahora, como/ACD = ZABD = 90°, tenemos queAC' y DB son alturas del
triangulo AP D. Luego, @ es ortocentro de este triangulo y entonéd3 es altura
también, de donde se sigue que

/APQ = 90° — /PAD.

Porlo tanto/APQ = ZAPO, y entoncesd’, O, (Q son colineales, como queriamos.

Ejercicios

1. SeaABCD un cuadrilatero ciclico tal que sus diagonalesS y BD son per-
pendiculares. Sesf el punto medio ded B y seaP el punto de interseccion de
las diagonales. Demuestra queP es perpendicular@D.

3Ver en el apéndice el teorema ANGULO SEMINSCRITO
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2. SeaABCD un cuadrilatero ciclico y seR el punto de interseccion de las dia-
gonales. Seé el circuncentro dedBP y H el ortocentro d&'D P. Demuestra
queO, H, P son colineales.

3. SeaABC un triangulo acutangulo. SedD la bisectriz del angulo ed, conD
sobreBC'y sea0 su circuncentro. La perpendiculara por D corta aAC en
el puntoB’. Demuestra quélB’ = AB.

4. SeaABC un triangulo yAD la altura sobre el lad&C. Tomando aD como
centro y aAD como radio, se traza una circunferencia que corta a la rebBta
enPy corta alarectsdC en@Q. Demuestra que el trianguld@ P es semejante
al trianguloABC.

5. Sead BC un triangulo de ortocentr y sean0O 4, O, O¢ los circuncentros de
los triangulosi BC, HC A, H AB, respectivamente. Demuestra que el triangulo
040g0¢ es congruente al trianguldBC'y que su circuncentro €9.

6. SeaABC un triangulo acutangulo de circuncentto SeaP un punto sobre
el lado BC' y sean@ el punto de interseccion del circunciculo @B con
AB (Q # B)y R el punto de interseccion del circuncirculo @®C con AC
(R # (). Demuestra que el trianguBQ R es semejante al trianguléBC' y
gue el ortocentro d®QR esO.

7. SeaABC un triangulo. Seard’ un punto en la rect®C tal queB esté entre
A'yCy AB = AB; B’ un punto enCA tal queC esté entreB’ y Ay
B'C = BC; C" un punto enAB tal queA esté entre”’ y By AC’ = AC.

Si los triangulosABC'y A’ B'C’ tienen el mismo circuncentro, demuestra que
ABC es equilatero.

Bibliografia

T. Andrescu, Z. Fendylathematical Olympiads: Problems and Solutions from Acbtlve World,
1999-2000 The Mathematical Association of America.



Problemas de piactica

A continuacion te presentamos I28 problemas de nivel intermedio y avanzado que
hemos seleccionado para este nUimero y mismos con los qtéspmmher a prueba tus
conocimientosy habilidades. Aunque en la siguiente saeamiicontraras las soluciones
de todos ellos, no te recomendamos consultarla sino haspuée de que le hayas
dedicado bastante tiempo a cada problema. Ten en cuenthcpresaltar la solucion
de un problema sin haber hecho un verdadero esfuerzo pateaws, desperdicias la
oportunidad de incrementar tu capacidad para enfrentecsitnes dificiles.

Por (ltimo, te invitamos a contribuir para que esta setdi®la revista se siga enrique-
ciendo con la participacion de todos. Estamos segurosapaxes y tienes problemas
interesantes que proponer, por eso ponemos a tu dispokia@ecciornr evi st aomm@
gmai | . com donde con gusto recibiremos tus sugerencias.

Problema 1.Si el radio del circulo midé c¢m, ¢ cuanto vale la suma de las longitudes

de los arcosi?(? y RS?
P
L

Q

Problema 2.Si z es un nmero real que satisface la ecuacién
22" 447" = 42,
determina el valor d&’'22*". (Nota:a’* denota el valor de(*").)

Problema 3.En un triangulo rectangulo, las medidas de las longitutesus lados
son8, x + 5y = + 7. Encuentra el valor del seno del mayor de los angulos agiglos
triangulo, si se sabe que> 3.
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Problema 4. Dos alumnos colocan alternativamente niUmeros enterogseiugares
vacios de la “ecuacion”

2* 4+ ()2 + Oz + () =0.

¢,Dispone el alumno que escribe el primer nmero de alguretezga que le permita
asegurar que al finalizar el juego siempre se obtendra wa&n con tres soluciones
enteras?

Problema 5.Un tablero dé x 6 esta cubierto por fichas de dominé2ie 1. Demuestra
que existe una linea recta que separa las piezas del tabieyortar ningin domino.

Problema 6.Demuestra que el nUme$9999, 999 + 1,999, 000 no es primo.

Problema 7.SeaABCD un cuadrilatero convexo tal que sus diagonalésy BD
son perpendiculares. Se&hla interseccion delC con BD, y M el punto medio de
AD. Demuestra que el cuadrilatedABC D es ciclico siy s6lo silasrectdd Py BC
son perpendiculares.

Problema 8.Coloca varios palitos sobre una mesa de manera que se formeetangu-
lo dem x n como se muestra en la figura. Pinta cada palito de azul, roggoorde
manera que cada uno de los cuadrito$ dd de la figura quede delimitado por exacta-
mente dos palitos de un color y dos de otro color. ¢, De cuardasras puedes hacerlo?

Problema 9.SeanA, B, C'y D vértices consecutivos de un heptagono reguidr;
y AM las tangentes desdé a la circunferencia de centi@ y radioCB; y N la
interseccion dedC'y BD. Demuestra que los puntds M y N son colineales.

Problema 10.La desigualdad media aritmética - media geométrica kstalyuesi
a>0yb>0,entoncest® > v/ab, y laigualdad se cumple si pB sia = b.

Suponiendo que > y > 0y a2y = 2, determina el menor valor posible é%j%z

Problema 11.En un triangulo acutanguld BC', se construye un semicirculo con cen-
tro sobreBC'y tangente a los otros dos lados. Sgal radio de dicho semicirculo y
mediante construcciones analogas definimpgyr.. Demuestra que si es el radio
del incirculo deA BC, entonces = L + L + L.
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Problema 12.¢De cuantas formas distintas se puede escribir el ninénn, 000
como producto de tres enteros mayores @dgSe considera queébc es la misma
factorizacion quéac, etc.)

Problema 13.Determina todas las ternas de nimeros natufaldsc) tales quez, b
y ¢ estén en progresion geométricay que cumplan con lagdapi: + b + ¢ = 111.

Problema 14.Demuestra que es posible elegif segmentos de longitudes enteras
menores o iguales qu10, de manera que con ninguna terna de ellos sea posible
construir un triangulo. ¢ Podra también elegirse unaaoibn del8 segmentos con las
mismas caracteristicas?

Problema 15. ¢ Para qué valores dela escritura en bas&) de 11" tiene sus dos
Gltimos digitos iguales?, ¢y sus tres Gltimos digitpeales?

Problema 16.Determina todos los enteros positivoy b, cona < b, tales que exac-
tamenteJ; de los enteros consecutive$,a?® + 1,a* + 2,...,b% sean cuadrados
perfectos.

Problema 17.SeaABC un triangulo con centroid€' y seanA;, By, C; los puntos
medios de los lado8C, CA 'y AB, respectivamente. Una recta paralel®8 B, por

A; intersecta el segmeni®; C; en el puntaF'. Demuestra que los triangulesBC'y

FA; A son semejantes si y solo si el cuadrilatdrB; GC es ciclico.

Problema 18.Demuestra que hay una infinidad de enteros positivéasles que el
numerok”* se puede expresar como suma de dos cubos de enteros positivos

Problema 19.Seak un punto en el interior de un paralelograd®C'D tal que el
punto medio ded D equidista de&< y deC, y el punto medio d€'D equidista de&¥ y
de A. SeaN el punto medio d&3 K. Demuestraque NAK = /NCK.

Problema 20.Seana y b enteros distintos tales qe< a < 100y 2 < b < 100.
Demuestra que el nimero
a2n + b2TI

no es primo para algln entero positivo
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Soluciones a los problemas de
practica

A continuacién encontraras las soluciones delbgroblemas de practica de la seccién
anterior. Como siempre, las soluciones que presentamasrimécas y probablemen-
te tampoco son las mejores, por lo que es muy posible queytdistencontrado una
solucion distinta pero igualmente valida. Si este es sbgano estas muy seguro de
su validez o simplemente la quieres compartir con noso#ros/ttamos para que nos
escribas aevi st aom@mai | . com

Solucion del problema 1.LlamemosO al centro del circulo. Entonces, los angulos
inscritos (ver en el apéndice el teorema X¥8)0OQ y £SOR miden40° cada uno.

Como 3% = 9, los arcosPQ y RS miden de la longitud de la circunferencia. Es

decir, miden?%2 = 137 ¢m cada uno, por lo que la suma de sus longitudes es igual a
207

9 cm.

Solucibn del problema 2.Notemos quet?” = (22)2" = 22(2") = (22")2, Luego, si
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hacemog = 22°, la ecuacion se convierte en

V4y—42 = 0
(y+7)(y—6) = 0.

de dondey = 6 6y = —7. Comoy > 0, tenemos qug = 22° = 6 y por lo tanto

V22" =1/26 =23 =38,

Solucion del problema 3.Comozx > 3, entonces:+7 > 10y en particular +7 > 8.

Por otro lado, es claro que+ 7 > x 4+ 5. Con lo anterior deducimos que+ 7 es la
longitud del lado mayor del triangulo rectangulo, pordotbx + 7 es la longitud de

la hipotenusa, y ademé&sy z + 5 son las longitudes de los catetos. Por el teorema de
Pitagoras (ver en el apéndice el teorema 10) tenemos que

84+ (x+5)? = (z+7)?
64+ 22 +102+25 = x>+ 14z + 49
4 = 40
r = 10.
17 15
8

Luego, los lados del triangulo mid&n15y 17. Por lo tanto, el seno del mayor de sus
angulos agudos €.

Solucion del problema 4.El alumno que empieza tiene una estrategia ganadora. En el
primer movimiento coloca ufi en el lugar correspondiente al termino de grado cero.
Con esto, la ecuacion se conviertel€n+ ()2 + () = z[2? + ()x + ()], asi que

x = 0 es una solucion. El segundo alumno va a colocar un nimeco@quiera de

los dos lugares disponibles. Digamos que dicho nUmew es cualquiera de los dos
lugares. Entonces, el primero puede coloedn + 1) en el lugar que quede vacio.
Obtienen la ecuacion

2

r(2’+ar—a—1)=0 0 z(z® —(a+ 1)z +a)=0.

Como al final la suma de los coeficientes es igual enemos que: = 1 es otra
solucion de la ecuacion. En la primera ecuacion, la tarselucionex = —(a+1) y
en la segunda ecuaciones= a.
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Solucibn del problema 5.Como cada ficha de domin6 esta formada por dos cuadrados,
con 18 fichas de dominé el tablero queda totalmente cubierto. iimeagos ahora una
recta horizontal que separe el tablero en dos partes. Sidfa no corta ninguna ficha
de domind, el problema esta resuelto. Supongamos erggueela recta corta por en
medio sblo a una ficha de domind. Entonces, arriba de estia tenemos dominbs
enteros mas medio domino, es de2it,+ 1 cuadrados, que es un nUmero impar. Pero
esto es imposible porque si el tablero tignenidades de longitud, cualquier recta lo
dividira en partes que contienen un nimero par de cuadradiba y abajo de ella.
Asi, si una recta corta a una ficha de domind, debera cartdra. Para la division
del tablero existen0 rectas posibless(rectas horizontales § verticales) y si cada
una de ellas corta dos dominés deberiamos t2helominds en el tablero, ya que un
domind puede ser cortado s6lo por una recta. Como el tabkecubre con8 fichas,
entonces existe por lo menos una recta que no corta ningimadedomind.

Solucion del problema 6.Tenemos que,

9,999,999 4+ 1,999,000 = (107 — 1)+ (2 x 10®> — 1) x 10®
= (9x10°+10% — 1)+ (2 x 105 — 10%)
= 3x10°(3x10°—1)+3x10°-10%+3 x 10® - 1
= 3x10*°(3 x 10® —1) +3 x 103(10*> + 1) — (10° + 1)
= 3x10%3 x10° — 1) + (10° + 1)(3 x 10° — 1)
= (3x10°—1)(3x10%4+10%+1)
= 2999 x 4001,

de donde se sigue que el nimérd99, 999 + 1,999, 000 no es primo.
Solucion del problema 7.Primero supongamos que las rectd$’ y BC' son perpen-
diculares. Llamemo& al punto de intersecciondd Py BC,y x = ZADB. Como

el trianguloAP D es rectangulo W/ es punto medio dd D, entonces®M = AM =
MD. Luego,ZMPD = z, de donde/AM P = 2z.

A M D

B

Entonces/MPA = 90° — z, de dondeZCPK = ZMPA = 90° — z. Pero
ZPKC =90°, entonce PCB = z, luego,ZADB = ZACB = z. Por lo tanto, el
cuadrilatercA BC' D es ciclico (ver en el apéndice la definicion 19 y el teor@®a
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Ahora supongamos que el cuadrilatet®C' D es ciclico.

Como M es punto medio de la hipotenusa del triangulo rectanglifd, entonces
PM =MA=MD.Sear = LADB, entonces¥ DAP = /M PA = 90° — z, luego
/CPK = 90° — x. Como el cuadrilaterdd BC'D es ciclico, entonceg ACB =
ZADB = z,de donde/PKC = 180° — (90° — = + =) = 90°. Por lo tanto,M P es
perpendicular 8BC.

Solucion del problema 8.0bservemos que ha/* maneras de pintar la hilera hori-
zontal superior de palitos. El palito vertical a la izquiedk la primera linea, también
se puede pintar d@maneras.

Una vez definidos los colores de los palitos superiores y édical que esta en el
extremo izquierdo, hay dos maneras de pintar los otros dideggue forman el primer
cuadrito segln las condiciones del problema.

1. Silos dos palitos que pintamos son del mismo color, ee®hay dos colores
para pintar los dos palitos restantes.

2. Si los palitos que pintamos son de distinto color, entsmag dos maneras de
pintar los dos palitos restantes con estos colores.

Esta situacion se repite con cada uno dedosadritos de la primera linea. Luego, para
completar la primera linea de cuadrados Bay 3 x 2™ maneras.

Analogamente, hay maneras de pintar el palito que esta en el extremo izquarda
segunda linea, 9" maneras de pintar los demas palitos de esa linea. Asippat 2
hay3™ x 3 x 2™ x 3 x 2" = 3" x (3 x 2™)?2 coloraciones posibles. Por lo tanto, en el
caso de un arreglo de x n cuadritos dd x 1 tenemos™ x (3 x 27)™ = 3m+n x gmn
coloraciones distintas.
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Solucibn del problema 9.Consideremos la circunferencia que circunscribe al hepta

gono. Como los arcoBC y CD son iguales, entonceSDAC ZBDC, luego, los
triangulosACD y DCN son semejantes. De aqui q@% Nc, peroCD = CLya
que son radios de la circunferencia con centré’ede modo quel¢ = $&

Luego, como el angulg ACL es comUn para los triangulosC' L y LC' N, tenemos
que los triangulogiC L y LC' N son semejantes por el criterio LAL (ver en el apéndice
el criterio 16). PercAC'L es un triangulo rectangulo, entonce€' N también lo es,
con angulo recto eiV. Por lo tanto,L N es perpendicular 4C'. Por otra parte, como
CD = CM, entoncesiS = CM y de manera analoga llegamos a queV es

CM
perpendicular &C. Por lo tanto,L M y N son colineales.

Solucion del problema 10.Sean

2
a=x—Yy y b= Y
r—y
Comozy = 2, tenemos qué = Ademasy > y > 0implicaquea > 0y b > 0.

Luego, aplicando la deS|guaIdadyMA MG (ver en el apéndide@ema 4), tenemos
que

2 2 2 4
Ty :x—y+ﬂ:a+b22\/ab:2 (zfy)<—):2\/1:4,
r—y r—y

r—=y

y la igualdad se cumple si y sblo ¢i= b. Observemos que el menor valor posible

2 2 . . . . ,
de % se da cuando se cumple la igualdad, es decir, si existenrn8mgey, con
x >y > 0, tales que,

Ty =2 y x—y:ziy.

De la igualdadry = 2, tenemos que = % Sustituyendo esta Ultima igualdad en
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T—y= j”%; y simplificando, tenemos que

9 4
x
(%) —822+4 = 0

+ .64 -1
2 wﬂ;ﬂ\/@_

€T =

x

Tomando la soluciom = /4 4+2v3 =34+ 1yy =2 = \/5,2“ = /31, tenemos
quex >y >0,zy =2y ”“i—f?f = 4. Por lo tanto, el valor minimo buscado4s

Solucion del problema 11.Seal el incentro deABC'y D el centro del semicirculo
sobreBC. Si desdel y D trazamos las alturas sobreB y AC, entonces sus lon-
gitudes somr y r,, respectivamente. Seanb y c las longitudes d&3C, AC'y AB,
respectivamente, y usemos la notac{@tBC) para representar al area del triangulo
ABC.

A

Es facil ver que
2(ABD) = cr,, 2(ACD) = bry,

entonce2(ABC) = (b+ ¢)r,. Ademas,
2(IAB) =cr, 2(IAC)=br.
Razonando de manera analoga a partir de los semicirabbos 4B y AC obtenemos,
2(ABC) = (c+a)rp=(a+b)r. 'y 2(IBC)=ar.

Como(IAB) + (IAC) + (IBC) = (ABC), tenemos qué(ABC) = (a+ b+ ¢)r,
de donde se sigue

b+c)yra=(c+a)yry=(a+b)re=(a+b+c)r.
Usando lo anterior, tenemos que

(a+b+o)(E+L+Z)=0b+c)+(cta)+(a+b)=2a+b+o).
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Por Gltimo, dividiendo la ecuacion anterior entfe + b + ¢) obtenemos el resultado
deseado.

Solucibn del problema 12.En un primer acercamiento contaremos todas las formas
de factorizarl, 000,000 = abc, considerando qués, b, ¢) es distinto d€a, ¢, b) etc.,
asimismo consideraremos los casos donde uno o mas fastoréguales d. A este
primer acercamiento le llamaremo<ciaenta burda

Usando la factorizacion en primos del nUmer000,000 = 2° - 5° y sabiendo que

("ﬁ;l) nos permite calcular el nUmero de formas de acomadajetos idénticos

enk casillerod, tenemos que ha@) = 28 formas de distibuir los seis factorgsn
tres casilleros o grupos,(b y ¢). Lo mismo ocurre para los factorés Entonces la
cuenta burda es igual28? = 784. Ahora, procederemos a refinar nuestro calculo con
la ayuda de un analisis por casos:

= Caso 1(a = b = ¢). Este caso es Unico.

m Caso 2(a = b # ¢). Comoa = b, tenemos que debe ser de la formz™ - 57,
donde0 < m,n < 3. Hay (4)(4) = 16 casos disintos de este tipo, siendo uno
de ellos el casa = b = ¢. Observemos que cada uno de los ofrfdgasos fue
contada3 veces en la cuenta burda.

= Caso 3(a # b # ¢ # a). Si quitamos de la cuenta burda las ternas de los casos
1y 2, nos quedart84 — 1 — (15)(3) = 738 ternas de este tipo, mismas que
corresponden a un numero menor de factorizaciones est@ecite distintas,
pero que fueron contadésveces cada una. Por lo tanto, h% = 123 casos
distintos de este tipo.

Considerando el analisis anterior, sélo Hay 15 + 123 = 139 factorizaciones dis-
tintas, pero alin debemos eliminar los casos donde uno oaltssdactores son.
Para facilitar la cuenta, supondremos, si pérdida de gédad, quen = 1; es decir
quebe = 2% - 55, Por la observacion hecha en el primer parrafo, es facique hay
(I) = 7 formas de distribuir los factoresy lo mismo sucede para los factorgdo
que nos da un total d¢9 casos. De ellos, uno es el case= ¢y los otros48 estan
formados por4 factorizaciones escencialmente distintas, pero que ldancsintadas
doble. Por lo tanto el nUmero de casos distintos que tiemenresl es24 + 1 = 25.

Finalmente concluimos que la solucionlg9 — 25 = 114.

Solucibn del problema 13.Searu, ar y ar? los nimeros de la terna. Como son nime-
ros enteros tenemos que r son himeros racionales. Sea 5 la razbn geométrica,

2
dondez, y son primos relativos. Dado qtme(%) es un entero y mdd, y) = 1, en-

tonces existe un enterotal quea = ny?. Comoa + ar + ar? = 111 tenemos que
n (y* + xy + 2%) = 111 = 3 x 37. De lo anterior se concluye qe* + zy + %) es
3,3706111.

“Para ver esto, considere que fosbjetos son puestos en una hilera junto ¢er- 1) objetos distintos
intercalados entre ellos y que sirven como separadoressHltado anterior se obtiene facilmente al contar
el nimero de formas de colocar los separadores.



20 Soluciones a los problemas de frctica

Consideremos la siguiente tabla donde se muestran todestwes paréy2 +zy + :172),
dondex toma el valor de la columnagyel del renglon, cony < z.

|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

13 7 13 21 31 43 57 73 91 111
2 12 19 28 39 52 67 84 103

3 2r 37 49 63 79 97

4 48 61 76 93

5 75 91

6 108

De aqui obtenemos las soluciones:z y = 1,n =37; =10,y = 1,n=1; = =4,
y = 3, n = 3. Para obtener todas las posibilidades basta completans@oluciones
para el casg > xz. De lo anterior concluimos que las ternas buscadas(88n37, 37),
(1,10,100), (100,10,1), (27, 36, 48) y (48, 36,27).

Solucion del problema 14.Comencemos por la segunda parte y veamos que cualquier
coleccion del8 segmentos con longitudes menores o iguales2qué siempre con-
tendra una terna con la que es posible construir un triangu

Procedamos por contradiccion y supongamos que existealeec®n del8 segmen-
tosm; < msy < --- < myg < 2010 tal que con ninguna terna es posible construir un
triangulo. Entonces, por la desigualdad del trianguéy én el apéndice el teorema 9),
tenemos que

my > 1, mo > 1, mg>mi+mo > 2, my >2ma+m3z >3, ms > mz+my >5,...

Si observamos la sucesion formada por los terminos desadd estas desigualdades,
descubriremos que se trata de la sucesion de Fibonacaifvelrapéndice la defini-
cion 5). Deducimos entonces que, paratoda{1, 2,...,18}, m; > F;. En particular
tenemos quengs > Fig = 2584, lo que es una contradiccion.

Lo anterior, también nos ayuda a resolver la primera patebblema, pues si to-
mamos la coleccion de segmentos con longitugess, . . . , F17, dada cualquier ter-
na (F;, F}, Fy) (sin pérdida de generalidad supondremos fue j < k), tenemos
que Fy, = Fy_1 + Fy—o > F; + F;, y por lo tanto no es posible construir un
triangulo con ellos. Nbtese que esta coleccion de segaaumple con todos los
requerimientos del problema ya que para teda {1, 2,...,17}, se cumple que
Fs < Fy7 = 1597 < 2010.

Solucion del problema 15.Como11™ = 1™ = 1 (mod 10), cualquier potencia dél

termina enl. Es asi, que nos interesan aquellas potencias que tereindn o sea,
debemos caracterizar los nUmeros naturalegie satisfacedl™ = 11 (mod 100).

Aplicando el teorema del binomio (ver en el apéndice elema 6), tenemos que

11" = (10 + 1) zn: (Z) 10* = 1 + 10n (mod100),

k=0

pues a partir dé = 2 todos los términos de la suma son multiploside. Luego,
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11™ =11 (mod100) < 10n =10 (mod100) < n =1 (mod10).

Con lo que hemos probado qué&” tiene sus Gltimos digitos iguales si y sélorsi
termina enl.

Supongamos ahora que los tres Gltimos digitosideson iguales. Por lo anterior,es
delaformalOk + 1y 11" = 111 (mod 1000). Empleando nuevamente el teorema del
binomio tenemos

111 = (7)10% + (7) 10+ 1 = 221102 4 10n + 1 (mod 1000),
por lo que
111 = 5k(10k + 1)10% + 10(10k + 1) + 1 = 600k + 11 (mod 1000),
de donde se sigue que
100 = 600k (mod1000) y 1= 6k (mod10),

lo que, por paridad, es imposible. En consecuencia ningoteapia del 1 puede tener
sus tres Gltimos digitos iguales.

Solucion del problema 16.Sead = b — a. Entonces haya + d)? — a2 + 1 =
2ad + d? + 1 enteros en consideracion, de los cuales 1 son cuadrados perfectos.
Luego, necesitamos qué0(d + 1) = 2ad + d* + 1, de donde

_100(d+1)—d2—1_1007d+%
“= 2d ) 2d

Sid es par, el primer término es un entero y el segundo térnoro aes. Luegod debe
ser impar. Entonces, el primer término es una fracciondmrominador igual &, de
modo que el segundo término debe ser también una fracoiddenominador igual a
2. Esto significa qué debe ser un divisor d&®, es decird = 1,3,9,11,33 6 99.

» Sid=1,entonces = % + L =99y b =99+ 1 = 100.
» Sid=3, entonces, = I + % =65y b =65+ 3 =68.
» Sid=9,entoncess = L + B =51y b =51+ 9 = 60.
= Sid=11,entonces, = % + 53 =49y b =49 + 11 = 60.
= Sid =33, entonces = & + 53 =35y b =35+ 33 = 68.
= Sid =99, entonces = § + 2% = 1y b=1+99 = 100.
Solucion del problema 17.Dado queBB; || A Fy FC, || BC, tenemos que

/AC1By = ZABCy /AGB; = ZAA,F. Luego, los anguloglBC'y AA; F son
iguales siy s6lo si el cuadrilaterbB, GC; es ciclico.
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C A, B

Ademas, comd; C A;C; es un paralelogramo, los anguld€’B 'y F'C; A; son igua-
les. Entonceg ACB = Z/F AA; siy so6lo si el cuadrilaterd F'A; C ciclico, siy sblo

si AB1G(C es ciclico.

Otra manera de terminala queF A; BB, es un paralelogramo, tenemos qieF’ =
BA, = B;C;. De lo anterior se tiene quéF'C'C es un paralelogramo ya que sus
diagonales se bisecan mutuamente. Beal punto de interseccion dé; F'y CC.
Luego,ZAFA; = LZFDC = /B1GC,y de aquiZAFA; = ZBAC siy solo si
AB;G(, es ciclico.

Solucion del problema 18.Tenemos que
(a+1)" =(a+1)%a+1)=ala+1)"+ (a+1)°

para todo nimera. Hagamos: = 33! para un entero positivo arbitrarioEntonces,

)3

a=03 y (a+1)*=(E*+1)¥""
son ambos cubos de enteros. s s
Si hacemog: = 33 + 1, m = 3433 + 1)  yn = (33 +1)3 | entonces
k* = m? + n3. Comot es un entero positivo arbitrario, las posibilidades gasan
infinitas.

Solucion del problema 19.SeanF, F, E’, F’, L y M los puntos medios de los seg-
mentosAD, DC, CB, BA, CK y AK respectivamente. Sean tambi&hel punto de
interseccion de las rectédskK' y EE’, y Q el punto de interseccion de las rectak y
FF'. Tenemos que los segmentosF’ y N B, asi comaF'F’ y BC son iguales y pa-
ralelos. Entonces, los trianguld” N y F'F' M son congruentes y los angulBs’ N

y F'FM son iguales. AdemasAF'F = ZABC.

A F’ B
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Puesto que’ AQF es un angulo exterior del triangukF’ Q, se tiene que
ZAQF = ZAF'Q+ Z/QAF' = ZABC + /BAN + /NAK

Por otro lado comd” esta a la misma distancia dey de K, FM es la mediatriz de
AK. Luego,

LQFM + ZMQF = /BCN + LABC + ZBAN + ZNAK = 90° (1)
Analogamente, para el trianguioE’ L
/PEL+ /EPL = /BAN + /ABC + /BCN + /NCK = 90° (2)

Finalmente, dé1) y (2), se sigue qu& NAK = ZNCK.

Solucion del problema 20.Sean2 < a < 100y 2 < b < 100 enteros distintos y
supongamos que el nimetd + b>" es primo para todo entero positivo Conside-
remos el nimero prim@57 = 28 + 1. Como257 es primo relativo com y conb,
tenemos por el pequefio teorema de Fermat (ver en el apé&idanrema 3),

a¥ =a® 1 =1 (mod257) y b2 = p71 = (mod257).
Luego,a®” = b2° (mod257) y por lo tanto
28 28 2 2 27 27
a® —b° =(a—b)(a+b)(a®+b*)---(a” +b°)

es mltiplo de257. Como2 < a < 100y 2 < b < 100, es claro que — by a + b no
son mltiplos de257. Luego,257 divide aa?" + b para alginenterd < k£ < 7. Ya
quea?” + b2 es primo por hipotesis, se sigue qifé + b2" = 257. En particular257
es suma de dos cuadrados. Es facil ver que las Unicas fatenescribir &257 como
suma de dos cuadrados de enteros positivos $an 162 = 257y 162 + 12 = 257,
de modo que alguno de los nimerds 0 b2" es igual al. Esto es una contradiccion
ya quea y b son enteros mayores quePor lo tanto, hay un entero positivotal que

a®" 4+ b*" no es primo.
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Problemas propuestos

Problemas propuestos.
Afio 2010 No. 4.

Tzaloa se construye con la contribucion de todos y estatseesta especialmente
disefiada para que sus lectores tengan un espacio de gaaniici. A continuacion,
presentamos problemas nuevos que necesitan de ti para encontrar stegtapu

A partir de este nUmero y con el fin de dar mas tiempo a quenusdectores puedan
enviar sus soluciones, las respuestas de los problemasgstop en cualquier nimero
de la revista, se publicaran con tres nimeros de difegie&si asi, que los problemas
propuestos en esta ocasion, se publicaréan en Tzalo3, d6o2011, por lo que apro-
vecha ahora que tienes mas tiempo y envianos tus corititegcuanto antes.

Ponemos a tu disposicion nuestra direccion electran@a st aomm@nai | . com
ya que a través de ella estaremos recibiendo con gusto leslasluciones que nos
lleguen desde cualquier rincon del pais.

Problema 1. (Introductorio) Un entero positiva. se llamacompletosi satisface la
siguiente propiedad: Si es un digito de:, entonces el nUimer® — « también es un
digito den. Por ejemplo, el nUmerd65,930 es completo, mientras que el nUmero
3,671 no lo es. ¢ Cuantos nUmeros completos hay enyre0°?

(Nota: El nUmer® se considera completo ya que se puede escribir @9no

Problema 2. (Intermedio) Seam, as, . . ., ag 0cho enteros distintos cualesquiera es-
cogidos del conjuntel = {1,2,...,16,17}. Demuestra que existe un entéro- 0 tal

que la ecuacion; — a; = k tiene al meno8 soluciones diferentes. Ademas encuentra
un subconjunto del con7 elementos tal que la ecuacian— a; = k no tenga tres
soluciones distintas para ningin valorde- 0.

Problema 3.(Intermedio) En un trianguld BC la mediana y la altura desde el vértice
A dividen al angula BAC en tres angulos de areas iguales. Determina las medidas
de los angulos del triangulé BC.
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Problema 4.(Avanzado) Seaa, b, c y d nUmeros reales tales qué+b%4-c?+d? < 1.
Determina el valor maximo de la suma

(a+b)*+(a+c)* +(a+d)* +b+)* + b+ d)* + (c+d)*

Problema 5.(Avanzado) Sea un entero positivo. Demuestra que

S(2n)
2

< S(n)<5-5(2n)

dondeS(n) denota la suma de los digitos de
Demuestra también que existe un entero positital que

S(n) = 2010 - S(3n).

Soluciones a los problemas propuestos.
Afio 2010 No. 2.

A continuacién publicamos las soluciones de los problgmgguestos que aparecieron
en Tzalo&, aflo2010. Recuerda que esta revista necesita de ti y ten la segunigeeihq
el préximo nimero nos encantaria poder publicar tuscémhes. En esta ocasion nos
da mucho gusto felicitar a Daniel Antonio Martinez Mufide| estado de Chihuahua,
guien nos envio la solucién del problema 1; y a Francisem€&Z Hernandez, del estado
de Hidalgo, quien nos envib la solucion del probleina

Problema 1.(Introductorio) Si se sabe ug—— = —, calcula el valor de
( ) d 22 + y? 6
4 —4
X xr
5)+()
Yy Yy

Solucion de Daniel Antonio Martinez Mufioz. Buscamos el valor de?)* + (£)*.
Sabemos quéry = v/3(x? + »?), luego si dividimos la expresion anterior poy,
obtenemos§ = v/3(%) + v3(%) = V3 (% + %) entonces tenemos que,+ % =
2V/3. Llamemos: = £ y b = £, entonces buscamas + b".

Tenemos quela + b)* = (24) - (V/3)* =169 = 144.

Ademas(a+b)* = a* +4a3b+6a2b? + 4ab® + b*. Peroab = 1, entonce$a’b? = 6,
luego(a+b)* = a*+b*+4ab(a®+b%)+6 = 144, de donde* +b* = 138—4(a?+b?).
Pero(a + b)? = (2v/3)? = a? + b? + 2ab, entonces? + b? = 10.
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Luego,a* + b* = 138 — 4(a? + b?) = 138 — 4(10) = 138 — 40 = 98. Por lo tanto,
a* + b* = 98, que es el valor que buscabamos.

Problema 2.(Introductorio) Los niUmerog, 2, 3, . . ., 24, 25 se han escrito en las casi-
llas de un tablero cuadrado 8e& 5, de tal forma que los nUmeros en cada renglon estan
ordenados en forma creciente de izquierda a derecha. Halaxémo valor posible de

la suma de los nUmeros que estan en la tercera columna.

Solucion. Observemos que dado que los nimeros en cada fila debenrestaados en
forma creciente de izquierda a derecha, tenemos que haeéa guma de los nimeros
de la tercera y cuarta columna difieran lo menos posiblegasb los de la cuarta y
quinta columna. Un ejemplo es:

2312425
20]21|22
17(18]19
14(15|16
10{11(12]13

o ol Nl IS I\

Nl NS G0 NOVE B

donde los nUmeros de la tercera columna su&san

Demostraremos que la suma maxima para los nimeros dec&aarolumna e85.
SeaA; la suma de los nUmeros de 4&sima columna, coh < 7 < 5. Debemos
demostrar queds < 85. Sia y b son dos numeros en el mismo renglon, coen la
tercera columna y en la cuarta, entonces< b, o de manera equivalente4 1 <

b. Aplicando esta desigualdad a todos los nimeros de esascas y sumando los
resultados obtenidos tenemos quet+ 5 < Ay y A4 +5 < As. Luego,A3+ 10 < As,

y por lo tanto,

(A3 +10) + (A3 +5) + A3 =343+ 15 < Az + Ay + A4s.

Por otro lado A3 + A4 + As representa la suma de 108 niUmeros de las tres Gltimas
columnas, pero dicha suma es menor o igual que la suma dé lnemeros mayores
que estan escritos en el tablero, es decir,

As+ Ay + A5 <25+24 423+ -+ 12+ 11 = 270.

Luego,
3A5+ 15 < Az + Ay + A5 < 270,

de donded; < 85, que es lo que queriamos demostrar.

Problema 3. (Intermedio) Siz es un nimero real tal qué + > = 7, determina los
valores posibles de la expresidh+ .

Solucion de Francisco ®mez Hermandez.Recordemos la siguiente factorizacion:

a® +b° = (a +b)(a* — a®b + a?b® — ab® + b*).
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Ahora, ocupando esta factorizacion eos z y b = % tenemos que,
1 1 1 1\2 1\* /1\*
G [OOSR ONE
X x x x x X
1 1 1
= (x+—) ((z4+—4) - (x2+—2)+1).
xz X x
Perox? + I% = 7,y podemos calcular el valor d¢ + _»,;_14 entonces

Pl @2+ h) 2= (a2 + %) —2=T2-2=49 247

Por lo tanto,

De aqui, si conocemos todos los valores posibles de% obtendremos todos los
valores posibles de® + z—lg, Ahora recordemos que,

, 1 ) 1 1)\? 1
w+—2:7:x+2+—2:<m+—) :9:><ac—|——):i3.
X x X X

Entonces todos los valores posibles de la expresion-8¢al) = +123.

Problema 4. (Intermedio) Seamn; y wo dos circunferencias que no se intersectan,
tienen radios distintos y son tangentes interiormente acimcanferenciavs en los
puntosA y B, respectivamente. Se traza la relctangente comina@; y ws, tal como

se muestra en la figura. Demuestra que las retfad y la que pasa por los centros de
w1 Y we, son concurrentes. (Problema sugerido por Irving Dani@étan Camacho).

A B

Solucion. Sea0; el centro dev; parai = 1,2, 3. SeanP # A el punto de interseccion
de AB conwsy, y C, D los puntos de tangencia deonw; y ws, respectivamente.
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Veamos que los triangula3; C P y O, DB son isbsceles y semejantes. Son isbsceles
ya que dos de sus lados son radiosudey ws, respectivamente. Para ver que son
semejantes basta probar g€ 0O,C = £LBO,D.

El triangulo AO3 B es isbsceles, por lo quéBAOs = Z0O3BA, y como el triangulo
AO, P también es isbsceles, concluimos qu@, PA = /BAOs = Z03BA, por

lo queO; Py O, B son paralelas. Por otra parte,C es paralela @, D ya que son
perpendiculares & Luego, tenemos quéPO,C = ZBO-D y los triangulosO,; C' P

y O2 D B son semejantes. Adem&3(' es paralela &8D.

Finalmente, como los trianguld3; CP y O» DB tienen sus respectivos lados para-
lelos y son de tamafio distinto, por el teorema de Desargieesef el apéndice la
definicibn 21 y el teorema 22) sabemos que los triangultdmesn perspectiva desde
un punto. Entonces; D, 010, y AB concurren en dicho punto.

Problema 5. (Avanzado) Un entera > 1 tiene la siguiente propiedad: para cada
divisor positivod den, d + 1 es un divisor de: + 1. Demuestra que es un niumero
primo.

Solucion. Seap el menor divisor primo de, y sead = %. Entonces, por hipotesis,

p+p _ p(n+l) _ ntl ., .
tenemos quéﬁm = p@D) = di1 esun entero. Coma + p también divide a

np+p* = p(n+p), entonces + p debe dividir a la diferenciénp +p?) — (np+p) =
p? — p. Luego,n + p < p? — p, ya quep? — p es positivo. Por lo tantoy < p? y de
aquid = < % = p. Ahora, sid tuviera un divisor primgy, entonceg < d < p.
Comog también divide az, entonces por la minimalidad getenemos que > p, lo
gue es una contradiccion. Luegbno tiene divisores primos y por lo tanfo= 1. Asi,
n = p es primo.
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Olimpiadas Internacionales

A continuacién presentamos los resultados y los exanaméss distintas olimpiadas
internacionales en las que México participb en este2afo.

512 Olimpiada Internacional de Matematicas

Del 2 al 14 de julio de 2010, se llevd a cabosiE Olimpiada Internacional de Ma-
tematicas en Astana, Kazajstan, con la participacidil@eompetidores provenientes
de 96 paises.

El desempefio de México en esta olimpiada internacioeatfuy bueno ya que logro co-
locarse en el primer tercio de la lista de paises partitgsasegundo lugar de los paises
iberoamericanos, por encima de Argentina, Espafia y Bfsd#imas, por primera oca-
sion, cinco de los seis integrantes de la delegacion raea&iobtuvieron medalla.

La delegacidbn mexicana estuvo integrada por Daniel Pefalaya (Morelos), Flavio
Hernandez Gonzéalez (Aguascalientes), José Luis Ma®idera (Jalisco), Irving Da-
niel Calderbn Camacho (Estado de México), Diego AlonsquRoMontoya (Nuevo
Leo6n), y Manuel Enrique Dosal Bustillos (Chihuahua). Te@tlos alumnos menores
de18 afios y Diego, el mas joven de los participantes de Méxon tan sold 4 afios
de edad. Daniel se vid galardonado con una medalla de plaiap, José Luis, Irving
Daniel y Diego obtuvieron, cada uno, una medalla de bronddaguel recibidé una
mencidn honorifica.

A continuaciébn presentamos el examen dé&14 Olimpiada Internacional de Ma-
teméticas. Los alumnos tuvieron dos sesiones §laoras cada una para resolverlo.

Problema 1.Determine todas las funciongs R — R tales que

f(lzly) = f(@) | f(y)]

para todos los nimerasy € R. (|z] denota el mayor entero que es menor o igual
quez.)
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Problema 2.SeaABC un triangulo,! su incentro yI" su circunferencia circunscrita.

LarectaAl corta de nuevo & enD. SeanE un punto en el arc&DC'y F un punto
en el ladoB(C tales que

LBAF = ZCAE < %ABAC’.

SeaG el punto medio del segmenfd’. Demuestre que las rectd®= y E se cortan
sobrel.

Problema 3.SeaN el conjunto de los enteros positivos. Determine todas lasidmes
g : N — Ntales que

(g(m) +n)(m + g(n))
es un cuadrado perfecto para todon € N.

Problema 4.Seal la circunferencia circunscrita al triangubBC'y P un punto en
el interior del triangulo. Las recta$P, BP y C P cortan de nuevo & en los puntos
K, Ly M, respectivamente. La recta tangeniéenC corta a la rectad B enS. Si se
tiene queSC = SP, demuestre qué/K = M L.

Problema 5. En cada una de las seis caj@s, Bs, Bs, By, Bs, Bg hay inicialmente
sblo una moneda. Se permiten dos tipos de operaciones:

Tipol: Elegir una caja no vacig;, conl < j < 5. Retirar una moneda d@;
y afadir dos monedas/ay ;.
Tipo2: Elegir una caja no vacigy, conl < k < 4. Retirar una moneda dg
e intercambiar los contenidos de las cajas (posiblementasidB;. . 1
Y Bito.
Determine si existe una sucesion finita de estas operaciueedeja a las cajds , Bo,

Bs, By, Bs vacias y a la caj#,; con exactamentz0102019*”° monedas. (Observe que
be _ (bc) )
a a .

Problema 6.Seaa, as, as, . . . una sucesion de nimeros reales positivos. Se tiene que
para algln entero positivg

an, = méx{ay + a,—x talque 1 <k <n-—1}

para todon > s. Demuestre que existen enteros positivgsV, conl < s, tales que
an = a; + a,—; paratodon > N.
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Olimpiadas Internacionales

XXII Olimpiada de la Cuenca del Padfico

Desdel991, los ganadores del Concurso Nacional participan anuaérenta Olim-
piada Matemética de la Cuenca del Pacifico, APMO, por glesssén inglés. En Méxi-
co, el8 de marzo de este afio, se aplicd el examen de la XXII Olingphdtematica
de la Cuenca del Pacifico a los alumnos que en ese momentakfamparte de la
preseleccion nacional. Dicho examen se califico en Mgyitos 10 mejores exame-
nes se enviaron, para ser evaluados, al pais organizaglenggsta ocasion fue Japon.
Los alumnos que obtuvieron medalla fueron: Daniel Perates/a (Morelos) y Flavio
Hernandez Gonzéalez (Aguascalientes) obtuvieron medalplata; Fernando Josafath
Anorve Lopez (Nuevo Leobn), José Luis Miranda Olverdigda), Irving Daniel Cal-
derbn Camacho (Estado de México), José Rambdn Guarggmosa (San Luis Po-
tosi) y Julio César Diaz Calderon (Oaxaca), obtuvienemlalla de bronce; Fernando
Ignacio Arreola Gutiérrez (Aguascalientes), obtuvo urenaidn honorifica. México
ocupb el lugar nUmerds de los33 paises participantes.

A continuacion presentamos el examen con sus solucioresdéd| Olimpiada de la
Cuenca del Pacifico. Los alumnos tuvierdomoras para resolverlo.

Problema 1. SeaABC un triangulo con/ BAC # 90°. Sea0O el circuncentro del
trianguloABC'y seal el circuncirculo del triangul®@OC'. Suponga qué intersecta
alos segmentod B y AC en los puntod (diferente deB) y @ (diferente d&”), res-
pectivamente. Se@N el diametro del circul@. Muestra que el cuadrilatetdP N Q
es un paralelogramo.

Solucion de Julio César Diaz Caldebn. ComoZCAB # 90°, entonces’, Oy B
no son colineales, luego el triangWWBC no es degenerado.
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LlamemosA’ al punto medio del lad®C, O’ al centro dd”, /BAC = a, ZABO =
By LACO = 6. ComoZBOC es un angulo centraly es un angulo inscrito, tenemos
queZBOC = 2«a. Como el triangul@ BC es isbsceles (pu€sB = OC al ser radios
del circuncirculo) tenemos que la mediatfizl’ es también altura del trianguBOC

y bisectriz del angul®OC, entonces’ BOO' = £L0'0C = £B9C = 2o — ¢,
Llamemos Criterio 1, al hecho de que la suma de los anguiesanes de un triangulo
es180°. Entonces, por el Criterio 1 aplicado a los triangulilBA’ y OA’C, y porque
LOA'B = LOA'C = 90°y LBOA' = LZA'OC = «, tenemos queZOBA’ =
ZOCA =90° — a.

Ahora,/PBO = /ZPNO = y ZONQ = £Z0CQ = 6 por abrir el mismo arco en
I',entonce PNQ = ZPNO + ZONQ = 5+ 6.

Tenemos que,

/BAC + ZACB+ ZCBA = 180°
a4+ (0+90°—a)+ (90°—a+p) = 180°
0+180°—a+pB = 180°

0+6 = a,

entonces/PNQ = a.

Finalmente/NOB = /N PB, por abrir el mismo arco, Y NOB = «, entonces
/NPB = «. Luego,a = ZQNP = Z/NPB, entoncesAP es paralela @) N.
También, comax = /ZNPB = ZQAP, tenemos qué) A es paralela &@N. Por lo
tanto,APN(Q es un paralelogramo.

Problema 2. Dado un entero positivé, decimos que un entero es upatenciak-
ésima purasi puede ser representado comb para alglin entere. Muestra que para
cada entero positiva existenn enteros positivos distintos tales que su suma es una
potencia2009-ésima pura, y su producto es una poter6irD-ésima pura.
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Solucion. Por simplicidad, tomemok = 2009. En primer lugar escojamos, conve-
nientementen enteros positivos distintos,, bo, ..., b, de manera que su produc-
to sea unak + 1)-ésima potencia pura. Por ejemplo, si hacerjos- i**! para
i=1,2,...,n, tenemos qué, x by x --- x b, = t**1, para alglin entero positivo
t. Seaby + by + --- + b, = s. Ahora, tomemos,; = biskz—1 parai = 1,2,...,n.
Probaremos que, as, . . ., a, satisfacen las condiciones del problema.

Comoby, b, . . ., b, SON enteros positivos distintos, entonces es claragus, . . ., a,
también lo son. Ademas:

airtag+---+ap = skz_l(b1 +by+ -+ by) = Sk2 _ (Sk)zoog7

ay Xag X -+ Xap =

(
_ (s
=

(

Sk2_1>nb1 X bg X+ X bn

k2 1)” Rt

S(k+1)(k71))" nes!

2010
82008nt) )

Problema 3.Sean un entero positivo. En cierta fiesta asistepersonas. Para cual-

quier par de participantes, o los dos se conocen entre dibsdos no se conocen entre
ellos. Encuentra el maximo nimero posible de parejasumlen cada pareja, las dos
personas no se conocen entre si pero existe un amigo ematré los participantes

de la fiesta.

Solucion de Fernando Josafath Aiorve Lopez.Diremos que las parejas que no se
conocen pero que tienen un amigo en com(n lsoenas Tomemos a una persona
de la fiesta y supongamos que conoce a todos, pero que los dense conocen

entre si, entonces con estas- 1 personas, podemos form@t, ') = w;”’m

parejas buenas. Conpersonas se pueden formar en t&%ﬂ;—l) parejas, por lo tanto
si demostramos que hay al men@éﬁ;—l) — Wléﬂ = n — 1 parejas no buenas,

habremos demostrado que el maximo niumero de parejas$eeﬁb§w.
Ahora, supongamos que hay una persona gue conogeeasonas y desconoce a las
demas, entonces hayparejas no buenas.

_-. si conoce
———— noconoce
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Por cada persona que no conoce, existe la posibilidad desgugageja sea buena, o
que no lo sea.

Si la pareja es buena, entonces deben tener un amigo en cloegmya tenemos otra
pareja no buena.

Si la pareja no es buena, no hay nada que hacer. Luego, popesestana a la cual
no conoce, hay una pareja no buena, y ademas con las pecggnasconoce forma
parejas no buenas. Por lo tanto, hay minime 1 parejas no buenas.

Problema 4.SeaABC un triangulo acutangulo que satisface quB > BC'y que
AC > BC. SeanO y H el circuncentro y el ortocentro del trianguoBC, respec-
tivamente. Suponga que el circuncirculo del triangdld C intersecta a la rectd B
en M (diferente ded), y suponga que el circuncirculo del triangulé B intersecta a
la rectaAC en N (diferente ded). Muestra que el circuncirculo del triangulé N H
esta sobre larectaH.

Solucion de Daniel Perales AnayaSeanO1, O, O3, O4, O5 y Og los circuncentros
de los triangulosiHB, AHC, BHC, BM H,CHN y M HN, repectivamente.
Notemos queZABH = 90° — ZBAC = ZACH = «. Como el cuadrilaterdl BHN
es ciclico, tenemos queHNC' = «, y como el cuadrilateralM HC' es ciclico te-
nemos que/ BM H = «. Por lo tanto, los trianguloBH M y HNC son isosceles, y
comoCH es perpendicular &/ By BH es perpendicular & C, entonce®), esta en
lalineaCH y Os estaenlaline®H.

Notemos que comgdABH = ZACH y abrenel arcolH, entonces el circunradio del
triangulo AHC es igual al circunradio del trianguld H B. Analogamente, podemos
probar que el circunradio del triangul®H C' es igual a los dos anteriores.

Notemos qué&),, O, y O3 son colineales por estar en la mediatrizBl& . Ademas,
como el circunradio del trianguld H B es igual al del trianguldB HC, entonces
O1B = BO3 = OsH = HOs, es decir, 01 BOsH es un rombo. Entonce® H
es la mediatriz d&; Os. AnalogamenteQ,, O3 y Os son colineales (mediatriz de
CH)ycomoO;HO3C es un rombo, entonc€sH es la mediatriz d&©103. Luego,
en el triangulaD; 0203, H es el circuncentro, ya que esta en la mediatriDges y
d80203.

Ademas,, O, y Og son colineales por estar en la mediatriz\ddé?, y O1,O5 y Og
son colineales por estar en la mediatriz\dél .

Como AB es perpendicular & H y 0203 es perpendicular @ H, tenemos quel B
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es paralela @,05. Analogamente, comdC' es perpendicular 8H y O,05 es per-
pendicular aBH, tenemos quelC' es paralela &, 0s.

A

ComoO; 0 es perpendicular d B, entonce®); O es perpendicular &,03, de don-
de O, 0 es la altura del triangul®, 0,03. Andlogamente(,0 es perpendicular a
0103, y 020 es altura del triangul@;0,03. Por lo tanto,0 es el ortocentro de
dicho triangulo.

Denotemos poP a la interseccion d&,0s y CH y por @ a la interseccion dé&, 05
y BH. Sabemos qué&)s P = POy O3Q = QO;. Consideremos las rectés 04Q y
0505 P, luego por Papus (tomando en orden los puttnDs, @, O2, Oy, P) tenemos
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queOg = 0105 N 0204, H = O5Q N O4Py G = Q02 N PO; son colineales.
Ahora bien, en el triangul®, 0, O3 tenemos qué; es el gravicentro (pues es la inter-
seccion de dos medianagj,es el circuncentro ¥ es el ortocentro, lueghg esta en
la recta de Euler del triangul®, 0203. Por lo tanto,0g, que es el circuncentro del
trianguloM HN, esta en la rect@ H.

Problema 5.Encuentra todas las funciongsiel conjuntoR de los nimeros reales a
R que satisfacen para y, z € R la identidad

fU @)+ fy) + f(2) = f(f(2) = Fy) + f ey + f(2) + 2f (22 — y2).

Solucion. Es claro que sjf es una funcion constante que satisface la ecuacion dada,
entonces la constante debe 8eReciprocamentef,(z) = 0 claramente satisface la
ecuacion dada, de modo que, la funcién idénticamérme una solucién. En el resto

de la solucion, consideraremos el caso dofide es una funcion constante.

Seat € Ry sustituyamosz,y,z) = (¢,0,0)y (x,y,2) = (0,¢,0) en la ecuacion
funcional dada. Entonces, obtenemos respectivamente,

FF@) +2£(0) = f(f(#) = £(0)) + f(f(0)) + 2£(0),
— F(f(0) —

FF@) +2£(0)) = f(f(0) = f(8) + f(f(0)) +2/(0),

de donde se sigue quéf(t) — f(0)) = f(f(0) — f(¢)) se satisface para todas R.
Supongamos ahora que para alginpans, se cumplef(u;) = f(u2). Entonces,
sustituyenddz,y, z) = (s,0,u1) ¥ (x,y,2) = (s,0,uz) en la ecuacion funcional
dada y comparando las identidades resultantes, podemdsicdacilmente que

f(sur) = f(suz) ®3)
para todos € R. Ya quef no es constante, existg tal que f(sg) — f(0) # 0. Si
hacemosi; = f(so) — f(0) y uz = —uq, entonces (uy) = f(uz). Luego, seglin (3)

tenemos que
f(sur) = f(suz) = f(—su)

para todos € R. Comou; # 0, concluimos quef(z) = f(—x) paratodar € R.
Ahora, sif(u) = f(0) para algin: # 0, entonces de (3) tenemos que

f(su) = f(s0) = £(0)

para todos, lo cual implica quef es una funcion constante, que es contrario a nuestra
suposicion. Por lo tantd(s) # f(0) sis # 0.

Demostraremos que $i(z) = f(y), entoncesx = y 0 x = —y. Supongamos por el
contrario quef(xzo) = f(yo) para algin par de nUmeros distintos de caroy, con

xo # Yo Y To # —yo. Puesto que (—yo) = f(yo), podemos suponer, reemplazando
1o POr —yo Si €S necesario, queg Y yo tienen el mismo signo. En vista de (3), tenemos
quef(sxzo) = f(syo) paratodos, y por lo tanto, existe > 0, r # 1, tal que

f(@) = f(rz)
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para todar (ya que existen nimeros realey b tales querxg = x = byg y r = ab).
Reemplazando porrz y y porry en la ecuacion funcional dada, obtenemos,

F(frx) + f(ry) + £(2)) = f(f(rz) = f(ry)) + f@2rizy + f(2) + 2f (r(z = y)2), (4)
y reemplazande porr2z en la ecuacion funcional, obtenemos,

FFE ) + f(y) + f(2) = f(f(r°n) — f(y) + F@riay + £(2) + 2f((r°z — y)2). (5)

Ya quef(rz) = f(z) paratodar € R, tenemos que todos los términos correspon-
dientes excepto el Gltimo, en el lado derecho de las idedéd (4) y (5) son iguales, y
por lo tanto la igualdad

fr(z —y)z) = f((rPz —y)2) (6)

se debe satisfacer para cualesquierg »z € R. Para un par arbitrario y fijo, v € R,
sustituyamogz, y, z) = (;2—7, ”7;’;21“, ) en la identidad (6). Entonces, obtenemos
f(v) = f(ru) = f(u), yaquer —y = uy r’x —y = v. Pero esto implica que la
funcion f es constante, lo que contradice nuestra suposicion. Giomms$ entonces que
si f(z) = f(y), entoncex =y ox = —y.

Sustituyenda = 0 en la ecuacién funcional dada, obtenemos

FF@)+ )+ £0) = F(f@) = fy)+ 22y + f(0)) + 2/(0).

Intercambiandg por —y en esta (ltima identidad, y usando el hecho de fu¢ =
f(—y), tenemos que todos los términos excepto el segundo enceti@cho de la
identidad anterior son los mismos. Luego, concluimosf{@ey+ f(0)) = f(—2zy+
£(0)), de donde se sigue que,

2zy + f(0) = —2zy + f(0) obien 2zy + f(0) = 2xy — £(0)

para todar,y € R. En el primer caso, se sigue qéey = 0, lo cual es imposible si
xy # 0. Por lo tanto, el segundo caso debe satisfacerse y obternpragéd) = 0.

Por Gltimo, demostraremos que fisatisface la ecuacion funcional dadg yno es
constante, entoncgx) = x?. Hagamosr = y en la ecuacion funcional. Entonces,
ya quef(0) = 0, tenemos que

F@f(x) + f(2) = f(22° + f(2)),
de donde se sigue que alguna de las igualdades

2f(x) + f(z) =22° + f(2) 0 2f(z)+ f(2) = —22° — f(2)

se debe satisfacer para todos los valores gle:. Supongamos que existg tal que
f(xo) # z3. Entonces, de la segunda alternativa se sigugf gue= — f(zo) — 2% para
todoz, lo que significa qu¢ debe ser constante, que es contrario a nuestra suposicion.
Porlo tanto, la primera alternativa anterior se debe sa&#sfy asi tenemos qyéx) =

x? para todar, como queriamos demostrar.

Es facil verificar quef(xz) = z? satisface la ecuacion funcional dada. Por lo tanto,
concluimos quef(z) = 0y f(x) = 22 son las Gnicas funciones que satisfacen el
problema.
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American Mathematics Competition (AMC)

En el mes de marzo se pidio al comité de la olimpiada de Bsthhidos, el examen
de la primera fase que aplican a nivel nacional. Dicho exatoesta de dos niveles,
el AMC 10y el AMC 12, y en cada nivel los concursantes tieférminutos para re-
solverlo. Los estudiantes mexicanos que en ese momentpaiande la preseleccion
nacional para la Olimpiada Centroamericanay del Carileseutaron el examen AMC
10, y los estudiantes que en ese momento eran parte de la pESelaacional para
las Olimpiadas Iberoamericana e Internacional, presemi&@rAMC 12. Los ganado-
res del equipo mexicano fueron: Diego Alonso Roque Montdyieyo Ledn) quien
obtuvo el primer lugar coi09.5 puntos en el AMCI10; Flavio Hernandez Gonzalez
(Aguascalientes), quien obtuvo segundo lugarkinpuntos en el AMA 2; Juan Car-
los Ortiz Rhoton (Jalisco), quien obtuvo el tercer lugar t08.5 puntos en el AMC
12. Diego y Juan Carlos obtuvieron un reconocimiento esppoiater menores dis
aflos y obtener mas @@ puntos en el examen.

A continuacién presentamos los examenes con sus soeg gl concurso AMC de
este afo.

AMC 104

Problema 1.La parte superior de la biblioteca de Maria tiene cincabbron los si-
guientes anchos, en centimetrﬁs%, 1,2.5y 10. ¢ Cuél es el ancho promedio de los
libros, en centimetros?

@1 (b)2 (c)3 (d)4 (e)5
Solucion. La respuesta es (d).
El promedio de los cinco valores es,

6+05+1+25+10 20
5 5

Problema 2.Cuatro cuadrados idénticos y un rectangulo son orgaog&zpdra formar
un cuadrado méas grande como se muestra. ¢ Cual es la géopentre el largo y el
ancho del rectangulo?

<—Ancho—

«— lLargp ——

(@3 (0) 3 ©3 (d)2 (€)3
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Solucion. La respuesta es (b).

Denotemos pok la medida del lado del cuadrado pequefio. Entonces el lazfo d
rectangulo mides y el ancho midels — s = 3s. Luego, la proporcion entre el largo y
el ancho del rectangulo §§ = %.

Problema 3.Tyrone teni&@7 canicas y Eric tenial canicas. Tyrone le dio algunas de
sus canicas a Eric de tal manera que Tyrone termind con & delranicas que Eric.
¢, Cuantas canicas le dio Tyrone a Eric?

@3 (b) 13 (c) 18 (d) 25 (€)29

Solucion. La respuesta es (d).
Denotemos pot al numero de canicas que Tyrone le dio a Eric. Entodges « =
2(11 4 x), de donder = 25. Por lo tanto, Tyrone le dio a EriZ5 canicas.

Problema 4.La lectura de un libro que se va a grabar en discos compactag ti2i
minutos. Cada disco puede tener hdgtaninutos de lectura. Asuma que se usan el
menor nimero posible de discos y que cada disco contienistaartantidad de lectu-
ra. ¢ Cuantos minutos de lectura contendra cada disco?

(2)50.2 (b) 51.5 (c) 52.4 (d) 53.8 ()55.2

Solucion. La respuesta es (b).

Como7 < % < 8, la lectura necesitar& discos. Por lo tanto, cada disco con-

tendra%2 = 51.5 minutos de lectura.

Problema 5. La longitud de una circunferencia @4¢xn y su area e&n. ¢Clal es el
valor dek?
(a)6 (b) 12 (c)24 (d) 36 (e)144

Solucion. La respuesta es (e).
Como la longitud de la circunferencia de radi@s2zr = 24w, entonces = 12.
Luego, el area esr? = 144, y por lo tantok = 144.

Problema 6.Se define la operacioh(z, y) para nUmeros positivasy y como

Moy =z
Yy

¢Cuél es el resultado @2, #(2,2))?

@3 (b)1 ©3 (d) 3 (€)2

Solucion. La respuesta es (c).
Observemos qué(2,2) =2 — 1 = 3. Luego,
3

4.(2,4.(2,2)):4.(2,5) =2-Z=".
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Problema 7.Crystal trota diariamente el mismo recorrido. Ella comasa trote diri-
giéndose hacia el norte una milla. Luego trota al noresteipa milla, luego al sureste
por una milla. El Gltimo tramo de su trote la lleva en lineeata de regreso a donde ella
comenzo. ¢,Cuan larga, en millas, es esta tltima por@&udrote?

@1 (b) v2 © V3 (d)2 (€)2v2

Solucion. La respuesta es (c).

Cuando Crystal trota una milla al noreste y una milla al derda distancia que re-
corrid al norte y al sur es la misma, por lo que, utilizandeegrema de Pitagoras,
sabemos que en total recorg@ millas al este.

Luego, justo antes de iniciar el Gltimo tramo de su recogresta a una milla al norte
del punto inicial y a/2 millas al este. Por lo tanto, la Gltima porcion de su reidores

dev/1+ 2 = v/3 millas.

Problema 8.Tony trabaje2 horas al dia y se le pag@.$0 por hora por cada afio com-
pleto de su edad. Durante un periodo de seis meses TonyGfdbdjas y gano 630.
¢, Qué edad tenia Tony al final del periodo de seis meses?

(@)9 (b) 11 (c) 12 (d) 13 (€)14

Solucion. La respuesta es (d).
Tony trabajo por2 x 50 = 100 horas. Su ganancia promedio por hora durante este
periodo es dé% = $6.30. Por lo tanto, su promedio de edad durante este periodo fue

de gg% = 12.6 afios. Luego, al final del periodo de seis meses tEhahos.

Problema 9.Un palindrome tal como83438, es un nUmero que permanece igual cuan-
do sus digitos son puestos en orden inverso. Los numeyas+ 32 son palindromes
de tres y cuatro digitos, respectivamente. ¢, Cual es la signos digitos de?

(2)20 (b) 21 (c) 22 (d) 23 (€) 24

Solucion. La respuesta es (e).
Escribamos a + 32 de la formaC D DC'. Comoz tiene tres digitos, entoncég00 <
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x + 32 < 1032, de donde” = 1y D = 0. Por lo tantoz = 1001 — 32 = 969y la
suma de los digitos dees9 + 6 + 9 = 24.

Problema 10.Marvin cumpli6 afios el marte2y de mayo en el afio bisiest008. ¢ En
gué afio sera la proxima vez que caiga su cumpleafios drawabado?

(a)2011 (b) 2010 (c) 2013 (d) 2015 (e)2017

Solucion. La respuesta es (e).

Un afo no bisiesto tien&5 dias. Comad65 = 52 - 7 + 1, tenemos que en un afio no
bisiesto hay2 semanas ¥ dia. Como eR008 fue un afio bisiesto y &7 de mayo fue
martes, que es después elde febrero, tenemos que er26D9 Marvin cumpli afios
un miércoles, y cumplira afios un jueves er2@10 y un viernes en €2011. Ahora
bien, como eR012 es bisiesto, ese afio su cumpleafios sera en domingo 28m3el
sera en lunes, en @014 serd en martes, en 8015 sera en miércoles, en 2016
sera en viernes (pues es otro afio bisiesto) y €011 sera en sabado.

Problema 11.La longitud del intervalo de soluciones de la desiguatdad2xz+3 < b
esl10. ¢ Cual es el valor de— a?

(a)6 (b) 10 ()15 (d)20 ()30
Solucion. La respuesta es (d).
Resolviendo la desigualdad tenemos que,

a—3< <b—3
< —.
2 - = 2

Luego, si%5% — 42 = 10, entonce$ — a = 20.

Problema 12.Logan esta construyendo un modelo a escala de su pueblotrealel
tanque de agua tien®) metros de alto, y la parte superior es una esfera que contiene
100, 000 litros de agua. La torre miniatura de Logan contiénditros. ¢, Cuan alta, en
metros, deberia hacer Logan su torre?

(@)0.04 (b) &2 (c)0.4 (d) 4 (e)4

Solucion. La respuesta es (c).
La escala del volumen del modelo de LoganOels : 100,000 = 1 : 1,000, 000.
Entonces, la escala lineal &s /1,000,000 = 1 : 100. Luego, la torre miniatura debe

medir -2 = 0.4 metros de alto.

Problema 13.Angelina manejo con una velocidad promedicg@ém /h y luego hizo

una parada d20 minutos para cargar gasolina. Después de la parada, onamejina
velocidad promedio d&00 km/h. En total recorri®250 km con un tiempo total de
viaje de3 horas incluyendo la parada. ¢ Cual ecuacion podria selaysara hallar el
tiempot en horas en el que Angelina manejo antes de su parada?
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(2)80t +100 (§ —¢) =250  (b)80t =250  (c) 100t =250  (d) 90t = 250
(€)80 (§ —t) + 100t = 250

Solucion. La respuesta es (a).

Angelina manej&0t kilbmetros antes de detenerse. Después de detenersgprdan
rante(3 —  — t) horas a una velocidad promedio tié0 km /h, de modo que en ese
tiempo recorri6l00(§ — ¢) kilbmetros. Por lo tanta&g0t + 100(5 — ¢) =250y ¢t = 2.
Problema 14.En el trianguloABC se tiene quedlB = 2 - AC. SeanD y E puntos
sobreAB Yy BC, respectivamente tales queBAE = ZACD. SeaF' la interseccion
de los segmentod £y CD, y suponga que el trianguld F'E es equilatero. ¢ Cuanto
mide el angula/ AC B?

(a)60° (b)75° (c)90° (d) 105° (e)120°
Solucion. La respuesta es (c).
Sear = /BAE = LZACD = ZACF. Como el triangulaC F'E es equilatero, tene-
mos queZCF A = 120°, de donde,

/FAC =180° — 120° — ZACF = 60° — z.

Entonces,
/BAC = /BAE + /FAC =z + (60° — ) = 60°.

A

B E c

ComoAB =2 - AC, entonces el triangul® AC tiene angulos da0°, 60° y 90°. Por
lo tanto,ZAC'B = 90°.

Problema 15.En un pantano magico hay dos especies de anfibios parlaaiess,
gue siempre dicen la verdad, y ranas, quienes siempre mi€uatro anfibios, Brian,
Chris, LeRoy y Mike viven juntos en este pantano y cada uneldisiguiente:

Brian:  “Mike y yo somos de especies diferentes.”

Chris:  “LeRoy es unarana.”

LeRoy: *“Chris esunarana.”

Mike: “De los cuatro de nosotros, al menos dos son sapos.”

¢ Cuantos de los anfibios son ranas?

(@0 (b)1 (c)2 (d)3 (e)4
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Solucion. La respuesta es (d).

LeRoy y Chris no pueden ser ambos ranas, pues los dos dirieerdad y las ranas
mienten. Tampoco pueden ser ambos sapos, pues estargtdimentiras y los sapos
dicen la verdad. Entonces, uno de ellos es sapo y el otro rana.

Si Brian fuera sapo, entonces Mike seria rana, luego aatdirineno2 sapos y la
afirmacion de Mike seria verdadera, pero como €l es rarenten Luego, Brian es
ranay lo que dice es mentira, entonces Mike también es Pamdo tanto, hay ranas:
Brian, Mike, y LeRoy o Chris.

Problema 16.Las longitudes de los lados del trianguldC son niUmeros enteros y
ninguno de sus angulos midé. SeaD un punto sobre el ladalC tal que BD es
bisectriz del angula/ABC, AD = 3,y DC = 8. ;,Cual es el menor valor que el
perimetro de dicho triangulo puede tener?

(2)30 (b) 33 (c) 35 (d) 36 (€)37

Solucion. La respuesta es (b).
Por el teorema de la bisectriz, tenemos §ués A = 3 - BC. Entonces, la longitud de
BA debe ser miltiplo da.

B 16 C

Si BA = 3, el triangulo es degenerado, ya que sus lados medirtapn11. SiBA = 6,
entoncesBC = 16 y el perimetro del triangulal BC es6 + 16 + 11 = 33.

Problema 17.Las aristas de un cubo solido tiengmulgadas de longitud. Se hace
un agujero cuadrado depulgadas po? pulgadas en el centro de cada cara del cubo.
Las aristas de cada corte son paralelas a las aristas delycohda agujero atraviesa
totalmente el cubo. ¢ Cual es el volumen, en pulgadasasidel solido resultante?

(@7 (b) 8 () 10 (d) 12 (€)15

Solucion. La respuesta es (a).

El volumen del cubo soblido es @& pulgadas cubicas. El primer agujero le quita al
volumen tota x 2 x 3 = 12 pulgadas clbicas. Cada uno de 4omyujeros restantes,
le quita al volumen totak x 2 x 0.5 = 2 pulgadas clbicas. Por lo tanto, el volumen
del solido resultante &7 — 12 — 4(2) = 7 pulgadas clbicas.

Problema 18.Bernardo elige aleatoriamerg@emeros distintos del conjunto

{1,2,3,4,5,6,7,8,9}
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y los ordena en orden descendente para formar un nume3aldgtos. Silvia elige
aleatoriament8 numeros distintos del conjunto

{1,2,3,4,5,6,7,8}

y también los ordena en orden descendente para formamaroide 3 digitos. ¢ Cual
es la probabilidad que el nUmero de Bernardo sea mayor queradro de Silvia?

@15 (b) £ ©3 (d) 75 (®) %

Solucion. La respuesta es (b).

La probabilidad de que Bernardo elija Ores$ = % En ese caso, su nimero de tres
digitos iniciara cord y sera mayor que el nimero de tres digitos de Silvia.

Si Bernardo no elige uf, entonces Bernardo y Silvia formaran el mismo nimero con
probabilida% = .

Si ellos no fo?man el mismo nimero, entonces el nUmero dedddo sera mayor la
mitad de las veces. Luego, la probabilidad es

2 1( 1) 111 37
+i o (1-=) == =2
32 56/ ~ 168 56

1
3
Problema 19.Los lados del hexagono equianguaBC' D E'F tienen longitudesi B =

CD =FEF =1y BC = DE = FA = r. El area del triangulolCFE es el70 % del
area del hexagono. ¢,Cual es la suma de todos los valozgaigde tener?

(@) L8 (b) 2 (c) 4 (d) 7 (€)6

Solucion. La respuesta es (e).

Observemos que los triangulegsBC, CDE y EF A son congruentes. Entonces, el
triangulo ACE es equilatero. Sed la interseccion de las rectasB y EF, y defina-
mosY y Z de manera similar, como se muestra en la figura.

\
\
——aY

Como ABCDEF es equiangular, tenemos queX AF = ZAFX = 60°, luego
el triangulo X AF' es equilatero. Se#l el punto medio deX F'. Por el teorema de
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Pitagoras, tenemos que

2
2
AE? = AH? + HE® = <—r) +(g+1) =r’+r+1

Entonces, el area del trianguftiC’ £’ es

V3

3
\/_AEQ = T(TQ +r+1).

4
Ahora bien, el area del hexagoABC DEF es igual a,

(XYZ)— (XAF)—(YCB)—(ZED) = ?((27“—1— 1)2—3r?) = ?( 2 dr+1),

donde(XY Z) denota el area del trianguly Z. Como(ACE) = -(ABCDEF),
se sigue que

7
Pr+l = 1—0(r2+4r+1)
18 3
_2_— —_— pr—
0" 10" 10 0
r?—6r+1 = 0
r o= 34+2V2.

Por lo tanto, la suma de todos los valores posibles eks.

Problema 20.Una mosca atrapada dentro de una caja cUbica con aristagitukbl
metro decide aliviar su aburrimiento visitando cada eszjdi& la caja. Comenzara y
terminara en la misma esquina y visitara cada una de las esquinas exactamente
una vez. Para ir de una esquina a cualquier otra esquinardovbando o caminando
en el interior del cubo siempre en linea recta. ¢ Cual emigitud maxima posible, en
metros, de su recorrido?

(@)4 +4v2 (b) 2 +4v2 + 23 (€) 2 + 3v/2 + 33 (d) 4v2 + 4/3(€) 3v/2 + 5V/3

Solucion. La respuesta es (d).

Cada uno de lo8 segmentos de recta de la ruta de la mosca es una arista, tediag
de una cara o una diagonal interior del cubo. Estos tres segmmident, v2y v/3,
respectivamente. Como cada vértice del cubo es visitadsala vez, la longitud de
los dos segmentos que se unen en un vértice es a la/Mas+/3. Entonces la suma
de las longitudes de Iassegmentos es a lo mas/2 + 41/3. El maximo se obtiene si
la mosca hace el recorridd: - G - B—H —-C —-FE— D — F — A.
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Problema 21.El polinomioz3 — az? + bz — 2010 tiene tres raices enteras positivas.
¢,Cual es el menor valor que puede terfer

(a)78 (b) 88 (c) 98 (d) 108 (e)118

Solucion. La respuesta es (a).

Seanr, sy t las raices del polinomio can< r < s < t. Entoncesg?® — az? + bx —
2010 = (x — r)(z — s)(z — t). Luego,rst = 2010 =2-3-5-67yr+ s+t =a.
Sit = 67, entoncess = 30y r + s es minimo conr = 5y s = 6. En este caso,
a=67+5+6="78.Sit # 67, entonces >t > 2-67 = 134. Por lo tanto, el menor
valor paraa es78.

Problema 22.Se eligen ocho puntos en una circunferencia y se trazanasieothec-
tando cada par de puntos. No hay tres cuerdas que se inggre@ain mismo punto en
el interior de la circunferencia. ¢ Cuantos triangulastoalos sus vértices en el interior
de la circunferencia son formados?

(a)28 (b) 56 (c) 70 (d) 84 (€) 140

Solucion. La respuesta es (a).

Tres cuerdas forman un triangulo si y solo si se intersedt#s a dos en el interior
de la circunferencia. Dos cuerdas se intersectan en elant la circunferencia si y
solo si los puntos finales de las cuerdas tienen un ordemadie en la circunferencia.
Por lo tanto, si los puntod, B,C, D, E' y F' estan ordenados en la circunferencia,
entonces solo las cuerddd), BE y CF se intersectan dos a dos en el interior de la
circunferencia. Luego, cualquier conjunto@puntos determinan un Gnico triangulo,
y hay (§) = 28 de tales triangulos.

Problema 23.Cada una de010 cajas alineadas contiene una sola canica roja, y para
1 < k < 2010, la caja en la posiciok-ésima contiene también canicas blancas.
Isabella comienza en la primera caja y extrae sucesivareermeden una sola canica
aleatoriamente de cada caja. Se detiene cuando extradiper@rez una canica roja.
SeaP(n) la probabilidad de que Isabella se detenga después dereska@ctamente
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canicas. ¢,Cual es el menor valoridpara el cualP(n) < 5375?

(a)45 (b) 63 (c) 64 (d) 201 (€) 1005

Solucion. La respuesta es (a).
Si Isabella alcanza l&-ésima caja, la probabilidad de sacar una canica blanca de
ahi serékiﬂ. Paran > 2 la probabilidad de extraer una canica blanca de cada una
de las primeras — 1 cajas es,

1 2 3 n—1 1

234 o n
Entonces, la probabilidad de que saque la primera canieademjan-ésima caja es

P(n) = ;55 - La condicionP(n) < 5555 es equivalente a la desigualdad

n? +n — 2010 > 0,

de donde se sigue que > (-1 + v/8041) y (2n + 1)? > 8041. EI menor entero

positivo impar cuyo cuadrado es mayor el es91, y el correspondiente valor de
n es4b.

Problema 24.Sean el nUmero formado por los dos Ultimos digitos diferemtesero
de90!. ¢ A qué es iguak?

(a)12 (b) 32 (c) 48 (d) 52 (€) 68

Solucion. La respuesta es (a).

En90! hay 18 maltiplos de5, 3 multiplos de25 = 52 y ninglin maltiplo del25 = 53.
También hayt5 maltiplos de2 en90!. Entonces90! = 102! N dondeN es un entero
que no es divisible entr). Tenemos qué&vV = n (mod100) con0 < n < 99,y n es
un multiplo de4.

Sead0! = AB dondeA tiene a los factores que son primos relativos &gnB tiene a
los factores divisibles entfe Observando que

4
[[Gk+i)=5k(1+2+3+4)+1-2-3-4=24 (mod25),
j=1

tenemos que
A = (1-2-3-4)-(6-7-8-9)---(86-87-88-89)
24" = (—1)'® = 1 (mod 25).
Analogamente,
B=(5-10-15-20)-(30-35-40-45)- (55- 60 - 65 - 70) - (80 -85-90) - (25 - 50 - 75)
y de aqui,

B

o = (1°2:3:4)-(6-7-8-9)- (11-12-13 - 14)- (16 17-18) - (1-23)

= 24%.(=9)-(=8)-(=7)-6=(-1)*-1=—1 (mod25).
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Finalmente2?! = 2. (210)2 = 2.(1024)2 = 2- (—1)? = 2 (mod 25), de modo que
13-221 =13.2 =1 (mod25). Entonces,
90! B
(13-221)N=13-5E :13-14-@ =13-1-(-1) (mod25)
= —13=12 (mod25).

N

Por lo tanton = 12, 37,62 6 87, y comon es multiplo det, se sigue que = 12.

Problema 25.Jim comienza con un entero positizg/ crea una sucesion de nUmeros.
Cada término sucesivo es obtenido sustrayendo el mayoertientero cuadrado per-
fecto que es menor o igual gue el término anterior, hastahtenga cero. Por ejemplo,
si Jim comienza con = 55, entonces su sucesion contignelimeros:

55, 55 —72=6, 6—-22=2 2—-12=1, 1-12=0.

SealN el menor nUmero entero para el cual la sucesion de Jim diedeneros. ¢ Cual
es el digito en las unidades A&

(@)1 (b) 3 ©)5 d)7 €)9

Solucion. La respuesta es (b).

Sea(a1,as,...,as) la sucesion. Parg > 1, a;_; = a; + m? para alginm tal
quea; < (m + 1)> —m? = 2m + 1. Para minimizar el valor de;, construyamos
la sucesibn al revés y escojamos el menor valor posible:deara cada tal que
2 < j < 8. Los términos en sentido contrario seR:= 0,a7 = 1, ag = 1 + 12 = 2,
a5 =2+12=3,a4 =3+22 ="7,a3 = 7+42 =23, ay = 23+ 122 = 167,y
N = a; = 167 + 842 = 7223 cuyo digito de las unidades s

AMC 124
Problema 1.¢ Cuél es el valor de20 — (2010 — 201)) + (2010 — (201 — 20))?

(a) —4020 (b) 0 (c) 40 (d) 401 (€) 4020

Solucion. La respuesta es (c).
Distribuyendo los signos negativos tenemos que

(20 — (2010 — 201)) + (2010 — (201 — 20))
= 20— 2010 + 201 + 2010 — 201 + 20
40.

Problema 2.Un transbordador lleva turistas a una isla cada hora comedozalasl0
AM hasta su Ultimo viaje, que comienza a BaBBM. Un dia el capitan de la embarca-
cion nota que en el viaje de 1a® AM habia100 turistas en el transbordador, y que
en cada viaje sucesivo, el nUmero de turistas fue uno mar®eq el viaje anterior.
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¢ Cuantos turistas llevo el transbordador a la isla ex2 di
(a)585 (b) 594 (c)672 (d)679 (e)694

Solucion. La respuesta es (a).
El transbordador hadgviajes a la isla. El nUmero de turistas que llevo fue

100 + (100 — 1) + (100 — 2) + (100 — 3) + (100 — 4) + (100 — 5)
= 6(100)—(1+2+3+4+5)
= 600—15
= 585.
Problema 3.El rectanguloA BC' D, mostrado a continuacion, comparteéel de su

area con el cuadrad6F'GH. El cuadradd? F'G H comparte eR0 % de su area con el
rectanguldABCD. ¢, Cual es el valor d%?

FE F
A
D
H G
(a)4 (b) 5 () 6 (d)8 (€)10

Solucion. La respuesta es (e).

Seas la longitud del lado del cuadrado. Ya que la mitad del aréaettangulo es del
cuadrado, tenemos quedB = s. También,% del area del cuadrado es de la region
sombreada, de modo que= 5- AD. Por lo tanto,%AB =5-AD,de dondej—g = 10.

Problema 4.Siz < 0, ¢cual de las siguientes opciones debe ser positiva?
@5 (b) —a? (c) 27 (d)—a! (e) Va

Solucion. La respuesta es (d).

Observemos quez~! = —1. Siz es negativo, el valor en (d) es positivo. Para ver que
las otras opciones no necesariamente son positivas, evesids el nimerp = —1.
Luego,

@ =-1  O-(1?=-1, ©-2'=-4  (@VI--L

Problema 5. Después de cumplirse la mitad de un torneo de arquerid@dros,
Chelsea lo va liderando péf) puntos. Para cada tiro en el centro del blanco se obtie-
nen10 puntos, con otros puntajes posibles&ld, 2 y 0. Chelsea obtiene al menads
puntos en cada tiro. Si en los siguientetiros Chelsea da en el centro del blanco, ella
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garantizara su victoria. ¢ Cual es el menor valor que pterden?
(a)38 (b) 40 (c) 42 (d)44 (e)46

Solucion. La respuesta es (c).

El arquero en segundo lugar podria obtener un maximeddd 0 = 500 puntos con
los Gltimos tiros. Por lo tanto, Chelsea necesita maside— 50 = 450 puntos para
garantizar su victoria. Si en los siguientesiros Chelsea obtien&)n puntos, en sus
Ultimos50 — n tiros obtendra al meneg50 — n) puntos. Para garantizar la victoria se
debe tener que

10n +4(50 —n) > 450,
6n +200 > 450,

2

n > 41 3
Por lo tanto, Chelsea necesita la med®siros al centro del blanco para garantizar su
victoria.
Solucion alternativa. Si Chelsea no le da al centro del blanco, la maxima difeeenci
de puntos que sus oponentes podrian obtener por tirolderial = 6. Chelsea debe
hacer suficientes tiros al centro del blanco para evitar gs@pgonentes obtengan una
diferencia des0 puntos. Com@® - 6 < 50 < 9 - 6, lo mas que Chelsea puede lograr en
tiros que no dan al centro del blanco&puntos, dejand60 — 8 = 42 tiros al centro
del blanco necesarios para garantizar su victoria.

Problema 6.Un palindrome tal como83438, es un nUmero que permanece igual cuan-
do sus digitos son puestos en orden inverso. Los numeyas+ 32 son palindromes
de tres y cuatro digitos, respectivamente. ¢ Cual es la sierfos digitos de?

(2)20 (b) 21 (c) 22 (d) 23 (€) 24

Solucion. La respuesta es (e).
Véase la solucion del problemalel AMC 10.

Problema 7.Logan esta construyendo un modelo a escala de su pueblorreadel
tanque de agua tien) metros de alto, y la parte superior es una esfera que contiene
100, 000 litros de agua. La torre miniatura de Logan contiénélitros. ¢ Cuéan alta, en
metros, deberia hacer Logan su torre?

(@)0.04 (b) &4 (c)0.4 (d)2 (e)4

Solucion. La respuesta es (c).
Véase la solucion del problema del AMC 10.

Problema 8.En el trianguloABC' se tiene queAB = 2 - AC. SeanD y E puntos
sobreAB Yy BC, respectivamente, tales queSAE = ZACD. Seal’ la interseccion
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de los segmentad E'y C'D, y suponga que el trianguldF'E es equilatero. ¢ Cuanto
mide el angula AC B?

(a) 60° (b) 75° (c) 90° (d) 105° (€)120°

Solucion. La respuesta es (c).
Véase la solucion del problema del AMC 10.

Problema 9.Las aristas de un cubo s6lido tiengpulgadas de longitud. Se hace un
agujero cuadrado depulgadas po? pulgadas en el centro de cada cara del cubo. Las
aristas de cada corte son paralelas a las aristas del cubdayagujero atraviesa total-
mente el cubo. ¢ Cual es el volumen del sblido resultante?

()7 (b) 8 (€) 10 (d) 12 )15

Solucion. La respuesta es (a).
Véase la solucion del problemda del AMC 10.

Problema 10.Los primeros cuatro términos de una sucesion aritmétog, 9, 3p — ¢
y 3p + ¢. ¢ Cual es el termin2010-ésimo de esta sucesion?

(2)8041 (b) 8043 (c) 8045 (d) 8047 (e)8049

Solucion. La respuesta es (a).

Los términos consecutivos en una sucesion aritmégceeti diferencia comish Lue-
g0, (3p+q)—(3p—q) = 2¢q = d. Como el segundo término es igual-ad, tenemos que
p+d =9,y eltercer término es iguahat2d, de modo que+2d = 3p—q. Resolvien-
do el sistema formado por estas tres ecuaciones, obtenempsg5, ¢ =2y d = 4.
Por lo tanto, el ttrmin@010-ésimo de la sucesion gs-2009d = 5+2009(4) = 8041.

Problema 11.La solucion de la ecuacidift” = 8% puede ser expresada en la forma
x =log, 7. ¢ A qué es igudl?

(@)% (b) I OF (d) 2 (€)%

Solucion. La respuesta es (c).
Siz = log, 77, entonce$® = 77. Luego,

(T0)" = 7% - " = 7T = 8",

Comoz > 0, se sigue québ = 8, de dondé = %

Solucion alternativa. Tomando logaritmos de ambos lados de la ecuacién = 8%,
tenemos quéz + 7)log7 = xzlog8. Resolviendo esta ecuacion, tenemdsg 7 +
7log7 = zlog8, de donder(log8 — log7) = 7log7 y de aquiz = ll‘z)ggg. Como

x = log, 77, se sigue de la formula del cambio de base para logaritmes qu%
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Problema 12.En un pantano magico hay dos especies de anfibios parlsaiess,
gue siempre dicen la verdad, y ranas, quienes siempre mi€uatro anfibios, Brian,
Chris, LeRoy y Mike viven juntos en este pantano y cada uneldisiguiente:

Brian:  “Mike y yo somos de especies diferentes.”

Chris:  “LeRoy es unarana.”

LeRoy: *“Chris esunarana.”

Mike: “De los cuatro de nosotros, al menos dos son sapos.”

¢ Cuantos de estos anfibios son ranas?
(@0 (b) 1 (c)2 (d)3 (e)4

Solucion. La respuesta es (d).
Véase la solucion del problema del AMC 10.

Problema 13.¢ Para cuantos valores enterogaesulta que los graficos dé + 32 =
k? y zy = k no se intersectan?

(@0 (b)1 (c)2 (d)4 (€)8

Solucion. La respuesta es (c).

Cuandok = 0, los gréaficos de? + y? = 0y 2y = 0 consisten del Gnico punt®, 0)

y la union de las rectas = 0y y = 0, respectivamente, de modo que los dos graficos
se intersectan. Cuando# 0, el grafico dex? + 2 = k2 es un circulo de radib con
centro en el origen, y el grafico dg = k es una hipérbola equilatera con centro en el
origen. Los vértices de la hipérbola, localizados en loges(++v/k, +v/k) sik > 00

en los puntog++v/—k, Fv/—k) sik < 0, son los puntos mas cercanos sobre el grafico
al origen. Sik| > 2, entonces

(V' (V)" =20 <

de modo que los gréficos se intersectarjkSi 1, entonces

(Vi) + (ViK) =2>1=#2,

y los gréficos no se intersectan. Por lo tanto, los graficosenintersectan pafa= 1
ok=-—1.

Problema 14.Las longitudes de los lados del triangWdd3C' son numeros enteros y
ninguno de sus angulos midé. SeaD un punto sobre el laddC tal que BD es
bisectriz del angulyABC, AD = 3,y DC = 8. ¢ Cual es el menor valor que el
perimetro de dicho triangulo puede tener?

(2)30 (b) 33 (©) 35 (d) 36 (€)37
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Solucion. La respuesta es (b).
Véase la solucion del problemé del AMC 10.

Problema 15.Se altera una moneda de tal manera que la probabilidad demseen
cara es menor qu§y cuando se arroja la moneda cuatro veces, la probabilidgdele
se obtenga un nimero igual de caras 'y sellogqg:uél es la probabilidad de que la
moneda caiga en cara?

_ —\/6v6 _ _ _
(a) Y13=2 (b) =V oVoE2 (c) 2L (d) 3=/ (e) L3-L

Solucion. La respuesta es (d).

Seap la probabilidad buscada. Si la moneda se arroja cuatro yviecesobabilidad de
que caiga dos veces caray dos veces sel(@)e8(1 —p)? = 1,y como0 < p < 1, se
sigue quep(1 —p) = % Resolviendo paraobtenemogp = %(3 ++/3). Comop < 1,
concluimos que = (3 — V/3).

Problema 16.Bernardo elige aleatoriamerg@eimeros distintos del conjunto
{1,2,3,4,5,6,7,8,9}

y los ordena en orden descendente para formar un nime3aldgtos. Silvia elige
aleatoriament8 numeros distintos del conjunto

{1,2,3,4,5,6,7,8}

y también los ordena en orden descendente para formarueroide3 digitos. ¢ Cual
es la probabilidad que el nUmero de Bernardo sea mayor auieredro de Silvia?

@7 (b) ©3 () 73 (€)%

Solucion. La respuesta es (b).
Véase la solucion del problema del AMC 10.

Problema 17 .Los lados del hexagono equiangubBC D E F tienen longitudesl B =
CD =FEF =1y BC = DE = FA = r. El area del triangulolCE es el70 % del
area del hexagono. ¢,Cual es la suma de todos los valogesoyiede tener?

(@)L (b) 2 (c) 4 (d) 7 (€)6

Solucion. La respuesta es (e).
Véase la solucion del problema del AMC 10.

Problema 18.Un camino que consta d& pasos va dé—4, —4) a (4, 4) de tal forma
que con cada paso se incrementd enbien la coordenada eno bien la coordenada
eny. ¢ Cuantos de estos caminos son tales que permanecen &rierexen el borde
del cuadrade-2 < x < 2, -2 < y < 2 en todos los pasos?
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(a) 92 (b) 144 () 1,568 (d) 1,698 (€) 12,800

Solucion. La respuesta es (d).

Cada uno de tales caminos intersecta a la rgcta —x en exactamente uno de los
puntos(+4, F4), (£3, F3) 6 (£2, F2). Paraj = 0, 1 y 2, el nimero de caminos desde
el punto(—4, 4) hacia alguno de los puntds(4 — j), F(4 — j)) es (f) y el nimero
de caminos hacia el puntd, 4) desde alguno de los puntps(4 — j), F(4 —j)) es el
mismo. Por lo tanto, el nimero de caminos que cumplen loerédpies igual a

\> 8\ [8\° sy s
2<<0) +<1) +<2) )2(1 8% 4 282) = 1,608,

Problema 19.Cada una d&010 cajas alineadas contiene una sola canica roja, y para
1 < k < 2010, la caja en la posiciok-ésima contiene también canicas blancas.
Isabella comienza en la primera caja y extrae sucesivareermeden una sola canica
aleatoriamente de cada caja. Ella se detiene cuando etlzeedr primera vez una
canica roja. Se@(n) la probabilidad de que Isabella se detenga después deextra
exactamente canicas. ¢ Cual es el menor valorrdpara el cualP(n) < 55:5?
(a)45 (b) 63 (c) 64 (d) 201 (e) 1005

Solucion. La respuesta es (a).
Véase la solucion del probler2d del AMC 10.

Problema 20.Las progresiones aritméticés,,) y (b,,) tienen términos enteros con
a1 =by =1 < as < byyapb, = 2010 para algim. ¢ Cual es el mayor valor que
puede tener?

(a)2 (b) 3 ©)8 (d) 288 (€) 2009

Solucion. La respuesta es (c).

Yaquea, = 1+ (n—1)d; y b, = 14+ (n—1)ds para algunos enterads y d, se sigue

qguen — 1 es un factor del maximo comin divisordg — 1y b,, — 1. Luego, la pareja
ordenadda,,, b,,) debe ser alguna de las parefasl005), (3,670), (5,402), (6, 335),
(10,201), (15,134) 6 (30,67). Para cada una de estas parejas, excepto la sexta pareja,
los nUmeros,, — 1y b, — 1 son primos relativos, de modo que= 2. Para la sexta
pareja, el maximo comun divisordé —1y 134 —1 es7. Como7 es un numero primo,
tenemos que = 8, y las progresiones definidas pof = 2n — 1y b, = 19n — 18
satisfacen las condiciones del problema.

Problema 21.EI grafico dey = x5 — 102° + 292* — 423 + ax? yace en la parte del
plano por encima de la linea reagfa= bz + ¢ excepto en tres valores de donde el
graficoy la linea recta se intersectan. ¢, Cual es el mayestbs tres valores?

()4 (b)5 (c)6 (d)7 (€)8
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Solucion. La respuesta es (a).

Supongamos que los tres puntos de interseccion tienedeada en: a los nUmeros
qyr,yseaf(z) = 2% — 1025 + 292* — 42° + az? — bx — c. Entoncesf(p) =

f(g) = f(r) =0,y f(z) > 0 para todar, de modo que

f@) = ((z =p)(z = @)(x —7))* = (2 — A2 + Bz - C)?,

dondeA=p+q+r,B=pg+qr+rpyC = pqr.

El coeficiente der® es—10 = —2A, de donded = 5. El coeficiente de* es29 =
A? + 2B = 25 4 2B, de dondeB = 2. El coeficiente da® es—4 = —2C — 2AB =
—2C — 20, de donde” = —8. Luego,f(r) = (2® — 522 4 22 + 8)2. Como las sumas
de los coeficientes de las potencias pares e imparesda iguales, tenemos que
es una raiz d¢(z). Factorizando obtenemos que

f@) = ((z+1)(=* = 62 +8))* = ((z + 1)(z — 2)(z — 4))?,

y el mayor valor de las tres raices4s

Problema 22.¢,Cual es el valor minimo d&z) = |z — 1| + |2z — 1| + |3z — 1| +
1192 — 1)?

(a)49 (b) 50 (c) 51 (d) 52 (€)53

Solucion. La respuesta es (a).
Observemos que

—(z—=1)—(2z—-1)—-— (1192 — 1) siz < 5,
_ ) —@—-1)— (296*1) *(( -z —1)+ Siﬁéxém
F@ =93 tme—1)+ +(119x—1) 2 <m < 119,
(x—1)+(2x—1)—|— <+ (1192 — 1) siz > 1.

El grafico def (x) consiste de un rayo con pendiente negativa para 119, un rayo
con pendiente positiva paa> 1,y para119 < z < 1 una sucesion de segmentos
de recta cuyas pendientes aumentan conforraementa. El valor minimo dg¢(x)
ocurre en el punto final (punto de la derecha) del intervategta mas a la derecha

en el cual el grafico tiene una pendiente menor o igual que ter pendiente en el

intervalo[-L, L] es
119 m—1 119 m—1
Dk=> k=) k-2> k=7140 - (m —1)(m)
k=m k=1 k=1 k=1

La desigualdad140 +m —m? < 0 se satisface en el intervale84, 85] y la igualdad
se cumple en los puntos finales4 y 85. Por lo tanto, en el mterval[%g, 84] el grafico
de f(z) tiene pendient8 y un valor constante dg4)(1) + (119 — 84)(—1) = 49.

Problema 23.Sean el nUmero formado por los dos Ultimos digitos diferemtesero
de90!. ¢ A qué es iguak?
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(a)12 (b) 32 (c) 48 (d) 52 (€) 68

Solucion. La respuesta es (a).
Véase la solucion del probler2a del AMC 10.

Problema 24.Seaf(z) = log,q(sen(wx) - sen(2wz) - sen(3wx) - - - sen(8wx)). La
interseccion del dominio d¢(z) con el intervalo[0, 1] es la unibn de: intervalos
abiertos disjuntos. ¢, Cual es el valorde

(a)2 (b) 12 (c) 18 (d) 22 (€)36

Solucion. La respuesta es (b).

Seag(x) = sen(nzx) - sen(2mx) - sen(3wx) - - - sen(8wx). El dominio def(z) es la
unibn de todos los intervalos en los cualgs:) > 0. Note quesen(nw(kx)) =
(—=1)k* sen(nwz), de modo qug(kz) = g(z). Comog(3) = 0, es suficiente consi-
derar los subintervalos @, 1) en los cualeg(z) > 0. En este intervalo las soluciones
distintas de la ecuacigriz) = 0 son los nUmerog, donde <n <81<k<3g,yk

y n son primos relativos. Para= 2, 3,4, 5,6, 7y 8 hay, respectivamente, 1,1,2,1,3

y 2 valores dek. Luego, hayl + 1 + 2+ 1+ 3 + 2 = 10 soluciones dg(xz) = 0

en el intervalo(0, %). El signo deg(x) cambia en% a menos de que un nimero par
de factores dg(z) sean cero et{%, es decir, a menos de que haya un nUmero par de
formas de representar;’;acomo un nimero racional con denominador positivo menor
o igual ques. Por lo tanto, el signo dg(x) cambia exceptoeh = 2y 1 = 2.
Supongamos que las solucionesyde) = 0 en el intervald(0, 1) sonzy, zs, ..., z1o

en orden creciente, y seag = 0y z11 = 3. Es facil verificar quers = 1y 7 = 4,

de modo que para < j < 10, el signo dey(z) cambia enc; excepto parg =5y 7.
Como5y 7 tienen la misma paridadg(x) > 0 en(xg, z1), la solucion degy(x) > 0 en

(0, 3) consiste d& intervalos abiertos disjuntotg, z1), (z2, 3), (24, 2s5), (5, 26),

(x5, T9), (210, 211). La solucion dgy(z) > 0 en(3, 1) también consiste dgintervalos
abiertos disjuntos, de modo que el niimero de intervalosdoiosesl 2.

Problema 25.Se considera que dos cuadrilateros son iguales si uno gaedbtenido
del otro por una rotacién y/o una traslacion. ¢ Cuantasldlateros convexos ciclicos
diferentes hay con lados enteros y perimetro igui@2a

(2) 560 (b) 564 (c) 568 (d) 1498 (€) 2255

Solucion. La respuesta es (c).

Supongamos que un cuadrilatero con ladads b > ¢ > d y con perimetr@2 existe.

Por la desigualdad del triangulo tenemos que b+ c+d = 32 —a, de donde: < 15.
Reciprocamente, $u, b, ¢, d) es una cuarteta de enteros positivos cuya suma es igual
a 32, y cuya maxima entrada es< 15, entonced +c+d = 32 —a > 17 > a,

y la desigualdad del triangulo se verifidgsta es la Gnica condicion que se requiere
para garantizar la existencia de un cuadrilatero converdados de longitudes dadas.
Mas alin, si se especifica el orden ciclico de los ladospees hay exactamente uno
de tales cuadrilateros ciclicos.
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El problema se reduce a contar todas las cuartetdsc, d) de enteros positivos con
a+b+c+d=32ymix{a,b,c,d} <15, donde dos cuartetas se consideran la misma
si generan el mismo cuadrilatero, es decir, si una es umaacion ciclica de la otra.
Por ejemplo(12,4,5,11)y (5,11, 12,4) generan el mismo cuadrilatero.

El nUmero de cuartetgs, b, ¢,d) cona + b + ¢ + d = 32 se pueden contar como
sigue: consideremao3l marcas sobre una linea que seran llenadas28atigitos 1

y 3 signos-+. Hay (331) formas de escoger las posiciones de los sighpy cada
eleccion esta en correspondencia uno a uno con la cuégtetd ¢, d’'), donde cada
entrada indica el nUmero de digitbgjue hay entre signos consecutivos. Haciendo
(a,b,c,d) = (1,1,1,1) + (a’, ¥, ¢, d"), obtenemos precisamente todas las cuartetas
dondea,b,c,d > 1y a+ b+ ¢+ d = 32. Para contar aquellas donde la maxima
entrada es mayor o igual qué, consideremos3 digitos1 y 3 signos+. Hay (136)
cuartetaga’, b’, ¢, d’) donded’, v, ¢/,d’ > 0y a' + b + ¢ +d = 13. Hay4 formas

de elegir una de las coordenadas, diganippara ser la minima. Entonces, la cuarteta
(a,b,c,d) = (16,1,1,1) + (o', b, ¢, d") satisface nuestras condiciones. Luego, hay
exactamente () cuartetaga, b, c,d) dondea,b,c,d > 1,a+b+c+d = 32,y
méx(a, b, ¢, d) > 16. En consecuencia hay

(3) (%) &

cuartetaga, b, ¢, d) dondea, b, ¢, d son mayores o iguales quea +b+c+d =32y
méx(a, b, c,d) < 15.

Sila cuartetda, b, ¢, d) tiene todos sus valores distintos, entonces tiene exantarhe
permutaciones ciclicas. Lo mismo ocurre si solo dos devaleses son iguales entre
si, o tres de sus valores son iguales entre si y el valameses distinto. Si la cuarte-
ta (a,b,c,d) tiene dos pares de valores iguales entre si ordenados @omd, b),
entonces dicha cuarteta tietigpermutaciones ciclicas, pero si estan ordenados como
(a, b, a,b) entonces tien2 permutaciones ciclicas. Finalmente, si todos los valkoes
iguales entonces sb6lo hay una permutacion ciclica.

Hay exactament@ cuartetas de la form@, b, a,b) cona < by a + b = 16, y hay
exactamente una cuartéia a, a, a) = (8, 8, 8, 8) con cuatro valores iguales. Si suma-
mos a la ecuacion (7) dos veces el nUmero de cuartetas denafa, b, a, b) mas3
veces el nUmero de cuartetas de la fofma, a, a), garantizamos que todas las clases
de equivalencia bajo permutaciones ciclicas son con&dagtamentd veces. Por lo
tanto, el nimero de cuadrilateros ciclicos buscado es,

()

(31-5-29—32.5-14+17)

e i

(5451 +7) = 568.

XII Olimpiada Centroamericana y del Caribe

Del 24 de mayo all de junio de2010, se celebrd en Mayaguiez, Puerto Rico, la XlI
Olimpiada Matemética de Centroamérica y el Caribe. Mé&xicup6 el primer lugar,
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con108 puntos, de entre los! paises que participaron. Barbados y Cuba no pudieron
asistir, y Jamaica, Trinidad y Tobago, e Islas Virgenes éeaeaas participaron por
primera vez. En total participaraii estudiantes. La delegacion mexicana estuvo inte-
grada por los alumnos: Diego Alonso Roque Montoya (Nuevan).eJulio César Diaz
Calderbn (Oaxaca) y Fernando Josafath Ahorve Lopezvduedn).

De las3 medallas de ord; de plata yl11 de bronce que se entregaron en el certamen,
Diego obtuvo medalla de oro, y Julio César y Fernando madhdl plata. Ademas
se otorg6 el reconocimiento de “Solucidon Creativa” a Diédonso por su solucion
del problemas, reconocimiento que sblo se ha otorg&deeces, hasta ahora, en una
Olimpiada Matematica de Centroameéricay el Caribe.

A continuacion presentamos los problemas con sus soleside la Xl Olimpiada
Centroamericana y del Caribe. Los alumnos tuvieron dosseside cuatro horas y
media cada una para resolverlos. Agradecemos de una mangraspecial a Leo-
nardo Martinez por habernos proporcionado el archivo T&Xlas soluciones de los
alumnos participantes.

Problema 1.Si S(n) denota la suma de los digitos de un nimero naturahcuentre
todas las soluciones de
n(S(n) — 1) = 2010

mostrando que son las Gnicas.

Solucion de Julio César Diaz Caldebn.Sean = a, 10" +a,_110" "1 +- - -+a;10* +
ag donde lagy;’s son sus digitos. As§(n) = ap + a1 + -+ - + an.

Supongamos quees tal que:(S(n) — 1) = 2010. Comon es naturalS(n) es entero,
y como queremos que(S(n) — 1) = 2010, necesitamos(n) — 1 # 0, asi que
S(n) # 1, de modo ques(n) > 2. Como2010 = 2 -3 -5 - 67, tenemosS(n) > 2
y queremos(S(n) — 1) = 2010, entonces < 3 -5 - 67 = 1005, de modo quer
tiene a lo mast digitos, y por tanto: = a310% + a210? + a110 + ao, de modo que
S(n) =a3+az+a;+ag §4~9:36,yasiS(n)f 1 < 35.

Pero67 divide a2010 = n(S(n) — 1) y 67 es primo, asi qué7 divide an 6 67 divide
a(S(n) —1). Si67 divide a(S(n) — 1), entonces$7 < S(n) — 1, pero no se puede
puesO < S(n) < 35 < 67. Asi que67 divide an. Pero2010 = n(S(n) — 1), con
n < 1005, asi quen sblo tiene? valores posibles37, 67 - 2, 67 - 3,67 - 5,67 -2 - 3,
67-2-5y67-5-3. Tenemos entonces la siguiente tabla.

n | Sn)|Sh) -1
67 13 12
134 7
201 3 2
335 11 10
402 6 5
670 13 12
1005 6 5
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Al fijarnos enn(S(n) — 1), descartamos los primer8sya que su producto no puede
ser2010 pues ningun factor tieng El cuarto caso y los Gltimos dos los descartamos
pues en los productos correspondientes se repite el fadal factor5 al menos2
veces, Y2010 sblo tiene un facto? y un factors. Finalmente, vemos que = 402y
S(n) — 1 = 5 tienen producto igual 2010. Asi, éste es el Unico caso posible.

Problema 2.Dado el triangulcA BC, seanl, M y N los puntos medios dBC, CAy
AB, respectivamente. Se traza una tangente al circuncidelilmianguloABC en A,
siendoP y @ las intersecciones respectivas de las rettdsy LN con dicha tangente.
Demuestre qué' P es paralela B3Q.

Solucion de Fernando Josafath Aorve Lopez. Supongamos queé BAC = a,
/ABC = 8, ZACB = ~. Ahora, comoL y M son puntos medios dBC' y CA,
respectivamente, tenemos qid/||AB. Por lo tanto,CLM = 3. ComoPQ es
tangente al circuncirculo déBC, ZC' AP es semi-inscrito a la circunferencia, luego
/JCAP = ZCBA = p. Entonces sabemos qu&'LP = ZCAP = p. Es decir,
PALC es ciclico.

ComoLy N son puntos medios déB y AB, tenemos quéN || AC, luego/BLN =
/BCA = ~. Sabemos que comB() es tangente entoncesBAQ es semi-inscrito
y Z/BAQ = /BCA = ~,y sabemos que&BL(Q = v, de modo que/BAQ =
/BLQ = ~vyentonceBQAL es ciclico.

Ahora, usando quBLAQ y CLAP son ciclicos, tomemog AQB = 6. Luego,
/ALB = 180° — 0, de dondeZCLA = 6y por lo tantoZ/CPA = 180° — 6.
ComoZAQB =60y ZCPA =180° — 6, se sigue quBQ||CP.

Problema 3.Un jugador coloca una ficha en una casilla de un tablera de, dividido
en casillas de tamafiox 1. El jugador mueve la ficha de acuerdo a las siguientes reglas:
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= En cada movimiento, el jugador cambia la ficha de la casilllagque ésta se
encuentra a una de las casillas que tienen un lado en comieilao

= El jugador no puede ubicar la ficha en una casilla que éstaingado previa-
mente.

= Dos movimientos consecutivos no pueden tener la mismaaiinec

El juego termina cuando el jugador no puede mover la fichaerene todos los valo-
res dem y n para los cuales el jugador puede colocar la ficha en alguiitadakque
ésta haya ocupado todas las casillas al terminar el juego.

Solucibn de Diego Alonso Roque MontoyaSin perder generalidad supongamos que
n > m. Consideramos los siguientes casos:

aym=1n<2 |:| EEI cumple.

b) m=1,n>2; |A| | || | |B| Para ir ded a B tienes que avanzar
minimo2, y como no puedes moverte a los lados (ya que no existen)@g@sos
2 movimientos son consecutivos hacia una misma direcadeyal seria ilegal.

I S
JEANN AN

c)m=2,n>2; cumple.

d) m,n > 2. En este caso no h&gesquinas colindantes. Coloreamos el tablero como
tablero de ajedrez (de blanco y negro). Hay un nimero(pa& ¢ 4) de esquinas
blancas y un nimero par de esquinas negta® § 0), asi que si las esquinas son
A, B, C, D (no necesariamente en orden ciclico), podemos tomargsérej B) y
(C, D) tales qued y B son del mismo colot y C'y D son del mismo colog. Los

1 )

movimientos tra® turnos son | 0 | 0 rotaciones de estos,

entonces cadaturnos vuelves al mismo color. Si la primera casilla del celque
pisas no es ni ni B, entonces cuando entresigla primera de estas) te atoraras

y no podras entrar 8. De manera similar co@' y D. Entonces, la primera casilla

del colorz que pisas esl 0 By ladey esC o D, pero six = y eso es imposible

y sixz # y entonces hag esquinas colindantes, contradiciendo el caso en el que

estamos. Esto demuestra que eo/m > 2 es imposible.

Problema 4.Se desea embaldosar un patio cuadrado derafdero positivo. Se dis-
pone de dos tipos de baldosas: cuadrad&@s>dé y rectangulares de x 3. Determine
los valores dex para los cuales es posible hacerlo.

Nota: El patio debe quedar completamente cubierto sin culdklosas se sobrepon-
gan.

Solucibn de Fernando Josafath Aorve Lopez.Demostraremos que si tenemos un
rectangulo y uno de sus lados es multiplo3deuede llenarse con baldosaside 1.
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Este resultado se usara posteriormente.

Si 3 divide al nUmero de filas, me tomo cada columnay la lleno depam una. Ahora,

como tieneg3x cuadritos cada columna, puedo separarlos en grupdydienar cada

uno, llenando asi la columna. Analogamente si el nimercoflimnas es maltiplo de
3, sblo volteamos la figura y ya.

Para la siguiente parte del problema primero necesitocalsrcasos donde < 10.

n =1y n = 2no se puede.
n=3,n=6,n=29si, pues|n.

n = 4 no se puede, pues no cabe una baldosa-dgey no se puede con baldosas
de3 x 1 pues3 no divide al6 = 4 x 4.

n = 5 si, pues lo cubrimos con una dex 5.

n = 7 s, pues se llena enmedio confur 5y las orillas se pueden cubrir cén
de3 x 1.

n = 8 si, siguiendo el procedimiento de la siguiente parte dellecgn.

Para los valores de mayores o iguales qui):

Sin = 0 (mod3) entonces ya vimos que si se puede.

Sin = 2 (mod3) entonces ponemos una baldos&de5 en la esquina superior
izquierda, dejando rectangulos@e (n—5) y (n—>5) xn. Comon = 2 (mod3),
tenemos: — 5 = 0 (mod3), y entonces|n — 5, de modo que 08 rectangulos
de ahi pueden ser llenados. Notemos que el gas® entra aqui, completando
los casos: < 10.

Sin = 1 (mod 3) entonces ponemasbaldosas dé x 5 cubriendo la esquina
superior izquierda (pues > 10). Comon = 1 (mod 3), tenemos: — 10 =

0 (mod 3), asi3|n — 10. Asi que los rectangulos que quedan pueden llenarse
porque tienen medidd$ x (n — 10) y (n — 10) X n.

Problema 5.Searp, ¢ y r nUmeros racionales distintos de cero tales que

Vo + ar® + r?

es un namero racional distinto de cero. Pruebe que

1 1 1

también es un nUmero racional.
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Solucion de Diego Alonso Roque Montoya> Comenzamos demostrando un lema:

Lema. Sia, b, cy av/b + ¢¥/b? son racionales, entoncé€$ también es racional.
Demostraddn. Tomemog = a /b + ¢V/b2. Entonces¢v/b2 + av/b — t = 0, de modo
que+/b es solucion de la ecuacion cuadratied + ax — t = 0, asi que por la formula
general,V/b = =afvatdct

\ —a+ V@ 1\’
= ()

—a® £ 3a%Va? + 4ct + 3a(a® + 4ct) + Va2 + 4dct(a® + 4ct)

B 8c3

Despejanda/a? + 4ct y usando que, b, c, t son racionales, obtenemos que? + 4ct
es racional, y por tant§/b también. Con ésto queda demostrado el lema.

Ahora, tomemosd = {/pg® + {/qr2 + ¥/rp?, B = %/;?—F %/:7+ Q/i?,a:
pq+ qr +rp, b = pgry c = p+ q-+ r. Por hipbtesis del problemal, a, b, ¢ son
racionales. AsiA® = (pg® + qr? + rp? + 6pgr) + aV/b + ¢¥/b? también y como
(pg® + qr? + rp* + 6pgr) es racional, entoncesy/b + ¢v/b? también es racional.
Entonces, el Lema nos dice que= v/b = ¢/pqr es racional.

Basta verificar quelB = 3+ . + 2y s 424 =, ycomou, p, g, r son racionales,
entoncesAB lo es. Asi, comdd # 0 es racional, tenemos qugtambién lo es.

Problema 6.Seanl” y I'; dos circunferencias tangentes internamentd ethe centros
Oy O,, yradiosr y r; (r > r1), respectivamente. Sda el punto diametralmente
opuesto & en la circunferenci&, y C un punto erl” tal queBC es tangente R; en
P. Sead’ el punto medio d&BC. Si se cumple qué&; A’ es paralela 8 P, determine
la razon;-.

Solucibn de Julio César Diaz Caldebn. Como las circunferencias son tangentes en
A, los puntosB, O, O; y A son colineales. Comd’ es punto medio dBC'y O es
punto medio dé3 A (pues es un diametro), por el teorema de Thales tengisC A,
yasiZBA'O = ZBCA = 90°. Luego, por el criterio de semejanza AA, tenemos que
los triangulosBA’O y BC A son semejantes.

Tenemos que/BPO; = 90° por serBC tangente &', en P. Asi, A’O||PO;, de
modo que por el teorema de Thales,

BO A0
BO; PO,

(8)

SEsta solucion recibié Premio Especial por ser una soluciéativa. El premio fue otorgado por la forma
de abordar el problema, la cual no se le ocurrid a nadie greite, y por la demostracion elemental del
lema (existen otras demostraciones que utilizan resudtddda Teoria de Campos).
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Por hipotesispQ; A’||AP, asi,ZA’0,0 = LPAO,1y LA'OO, = ZP0O, A, de modo
que por el criterio AA, tenemos que los trianguld’D0; y PO; A son semejantes.
De aqui tenemos,

00, A0 A0

014 PO, PA ©)

N,
o

Usando el teorema de Thales caf0O, || AP, y las ecuaciones (8) y (9) tenemos:

BO, A0, AO _ BO

BA  PA PO, BO;

concluyendo qu&0; = VBO - BA = \/r - 2r = \/2r.
Finalmente, ya qu&0; = 2r — 1, tenemos quér —r; = v/2r, de donde obtenemos
quess = =75
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Una conversacbn con
Emilio Lluis Riera

Por Emilio Lluis Puebla

Introducci on

Uno de los matematicos mexicanos de mayor prestigio iatéonal, es sin duda, Emi-
lio Lluis Riera. Naci6 en Espafa en 1925, realiz6 susdistide licenciatura, maestria
y doctorado en matematicas en la Universidad Nacional®artia de México. Durante
su formacion trabaj6é con Solomoén Lefschetz, uno de loematicos mas destacados
del siglo XX. También fue discipulo de Pierre Samuel, Akhkdr Kurosh, Igor Shafare-
vich, Guillermo Torres y Alberto Barajas. Es investigaderldistituto de Matematicas
de la UNAM desde 1951.

Ha publicado mas de veinte textos de Matematicas, queesatechivel primaria hasta
posgrado. En cuanto a la investigacion matematica, s detnumerosos articulos
publicados en revistas especializadas de prestigio extérnal, siendo muy relevantes
sus aportaciones en Geometria Algebraica, Homolgia y@ologia de grupos.
También la docencia ha sido una de sus actividades priastdMuchas generaciones
de matematicos han asistido a sus clases y su valiosaipactin en diversos pro-
gramas de formacion docente ha dejado profundas huellaar&rs generaciones de
profesores. En 1990 recibi6 el Premio Universidad Nadienal area de Docencia en
ciencias exactas y en 1997 fue nombrado Profesor Eméfitoaemo galardén que
ofrece dicha institucion.

A continuacion presentamos una entrevista que EmilicslRuiebla, hijo de Lluis Rie-
ra y también un destacado matematico mexicano, hizo adne ga exclusiva para la
revista Tzaloa.
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La entrevista

A finales de marzo del presente afio recibi un correo eleico’de Anne Alberro,
solicitandome que escribiera un articulo sobre mi paflrme fue durante algunos
aflos ayudante de mi papa en la Facultad de Ciencias de IMJNsu mama Pierrette
Semerena fue mi alumna estrella de tesis en 1986-87. Ceeliig@ forma adecuada
para realizar este articulo seria mediante una entsegistbada. Agradezco a Anne
gue lo haya transcrito palabra por palabra. Esto nos prapdrcana base sobre la cual
pudimos editar la siguiente conversacion.

LP.- Emilio Lluis Puebla LR.- Emilio Lluis Riera

LP- Dinos primero, ¢ donde naciste?

LR- Naci en Roquetas. Queda pegadito a Tortosa la cual estadesémbocadura del
Ebro al Mediterraneo, practicamente entre Catalufalgridaa.

LP- ¢ En Catalufa?

LR- En Cataluiia desde luego, pero muy cerca de Valencia.

LP- ¢Ahi naciste porque tus papas estaban dando clases eat&sRju

LR- Los dos fueron maestros en Roquetas. Ellos ganaron plazepgsicion y les dio
muchisimo gusto de que les dieran trabajo a los dos, de raggesh el mismo lugar.
LP- Ellos se graduaron en Barcelona, en la Escuela Normal detidaes

LR- Si, fue en la Escuela Normal de Maestros. Eran los Unic@&stras pues era un
pueblo muy chiquito.

LP- En las escuelas de aquel entonces los alumnos cursabaridedpados juntos.
¢ Comenzaste a estudiar la escuela en Roquetas o en Bafcelona

LR- La escuela la empecé en Roquetas. Simplemente me mettarkms que daban
mis papas donde veia a los nifios. Estudié igual que. dldesmas, cuando ya estaba
mas avanzado en primaria ayudaba a mis papas cuando &dailanos que habia que
darles un poco mas de apoyo. Me gustaba darles ayuda. Eraaniig y muy diverti-
do.

LP- Ahi podria decirse que comenz6 tu actividad docente.

LR- Si, completamente. Habia muchachos mucho mayores qiéggmos ya estaban
terminando la primaria, pero que andaban mal, pues a vedes pueblitos asisten a la
escuela cuando se puede. Primero trabajan el campo y despuéa la escuela. Habia
algunos alumnos bastante mayores que yo y a esos les ppe@asitencion porque
me decian mis papas que habia que ensefiarles rapitgooegue tenian que terminar
pronto, pues ya estaban grandes.

LP- Entonces tl te inicias propiamente en la docencia desdeitdni

LR- Si, desde chiquito, me gustaba dar clases.

LP- Es asi como a menudo los hijos de carpinteros se hacenagsnijos de maes-
tros...

LR- Si, a mi me gustaba mucho ir a la ferreteria que quedaba derauestra casa
en Roquetas, ahi vi que los hijos de los ferreteros ibanitamd la ferreteria desde
chiquitos.

LP- Por eso muchas veces los hijos de profesionistas de cisdipliia se encaminan
a esa disciplina.

LR- Y si se aprende desde chico se hace mucho mejor.
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LP- Y después te vas a estudiar a Barcelona.

LR- Mis papas se fueron a Barcelona cuando les dieron los carstas escuelas de
esa ciudad. Me fui también, claro, y ahi continué la primmg después la secundaria.
LP- Y tus encuentros con la matematica fueron a través de péspa

LR- Si, simplemente lo que se ensefia a todos los nifios.

LP- Pero €l tenia especial interés en la matematica.

LR- Le gustaba mucho, sobre todo, las demostraciones, la géametsas cositas
donde hay que pensar. No era nada mas aprender de memaaialéssde multiplicar
sino el ensefar a razonar.

LP- Después, hay un periodo de inestabilidad politica en fissganuchos tienen que
salir de Espafa. Cuéntanos como fue eso, estabas estadéasecundaria o prepara-
toria ¢ quizas?

LR- No, mucho menos, tenia 10 u 11 afos.

LP- ¢En la primaria?

LR- Si, finales de la primaria o principios de la secundaria.

LP- Y luego se vieron forzados a salir por cuestiones de peligro.

LR- De peligro, de bombardeos constantes que estaban hacieri8lareslona, que
te pescaban en la calle, y al dia siguiente era igual. Eatmolegd un momento que
era demasiado peligroso vivir donde viviamos. Era un p@uaim y corriente en un
edificio grande. Estabamos en el tercer o quinto piso, n¥ &#a peligroso vivir ahi.
Entonces mis papas decidieron irse a otra parte.

LP- Yo me acuerdo que mi abuelo me contd que, estando en una@neway6 una
bomba atras de él y no explot6, quedod ahi clavada, hzguijero.

LR- Conocimos a muchos que desaparecieron durante los borobaE$tabamos ex-
puestos a bombazos y por eso se decidio salir.

LP- Me contaron que habia un barco y que en ese barco se fuerdoscoifios, toda
una escuela.

LR- No, primero fuimos en tren a Francia, no recuerdo el lugahiytamamos un
barco soviético pues ellos invitaron para que saliérasheda guerra con los 300 nifios.
LP- Y ese barco ¢,a donde los llevo?

LR- A Leningrado, y de ahi nos llevaron un poco mas abajo de Makinde hicieron
una escuela precisamente para niflos, para esos nifidoispque estabamos ahi.
LP- ¢Eran como 3007

LR- Si, yo creo que de ese orden.

LP- Y habia mas profesores ademas de tus papas...

LR- Si, si, claro. Habia mas profesores.

LP- ...y entonces ahi en la URSS tl cursaste la secundariargpamtoria...

LR- El Gltimo afio de la primaria y luego la secundaria. La seania ya no lo hice en
la Casa de Nifios en espafiol. La secundaria ya la hice eenusoa escuela soviética.
LP-, ¢hay el equivalente a preparatoria?

LR- Secundaria y preparatoria, en total son cinco afios.

LP- Durante este tiempo estalla la segunda guerra mundial...

LR- Estalla la segunda guerra mundial, cuando Hitler invadeR&8 yo estaba en la
preparatoria. A las pocas semanas que entro Hitler a la UR&Sempacaron a todos
los de la Casa de Nifios y nos llevaron a una casa cerca deGamael Rio Volga.

LP- Y ahi ¢ cuanto tiempo estuvieron?
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LR- Estuvimos durante la guerra, unos cuatro afios.

LP- ;Y th ya habias ido a estudiar a Moscu la licenciatura demmaica?

LR- No, eso fue después. Justito acabando la guerra, me faidefdoscl y de ahi iba
a tomar unos cursillos para poder entrar a la Universidagh mgreso era a base de
examenes que tenias que aprobar. Para entrar tuvimosagae ymos examenes pa-
vorosos, pues habia mucha gente que queria entrar. MadainUmero uno, entonces
tuvimos que hacer unos examenes realmente dificiles) go@ ganas! Tanto Emiliano
Aparicio como yo, lo pasamos muy bien.

LP- ¢ Quiénes fueron tus maestros?

LR- Shafarievich, entre otros. Habia matematicos de prinkanaoch, etc.

LP- ...y luego..., viene la posibilidad de venir a México imdbs por la hermana de tu
mama que vivia en México.

LR- Gracias a eso pudieron dar permiso a mi mama para salirueang general en
ese tiempo era muy dificil que alguien saliera de la URSSasin de nada, pero en
ese caso como una hermana la solicitd, le dieron permiso.

LP- Y entonces, vino toda la familia a México en el afio 1947, mepe, y llegando
aqui, ¢como es que te inscribes a estudiar matematica?

LR- jAh! Ese fue mi problema. Queria estudiar matematica y evgeoh que fuera ain-
genieria. Nadie sabia que ya existia una escuela de raatanior fin encontré alguien
que me dijomira, ve ald y habla con el directqr, ddmo se llama?.. Napoles Gnda-
ra. Entonces fui a verlo. Inmediatamente me explicé que y&teos en la U.N.A.M.
la carrera de matematico. Me tratb muy bien e ingresé arlea.

LP- Y entonces pudiste continuar tus estudios que ya habiasrcado en la URSS y
terminaste tu licenciatura. ¢ Cuando aparecio6 Lefséhetz

LR- Lefschetz aparecid desde que yo estaba en los primerssffiba a dar confe-
rencias y cursillos y eso me animbé muchisimo. Era una pergae sabia matematica,
pero, de los primeros del mundo. Hablaba ruso, inglés,fedpRuso de nacimiento.
Después lo llevaron a Italia, luego paso a Francia dormedlidoctorado. Después lo
pescaron en E.U., pues era de primer orden.

LP- Lefschetz fue uno de los méas destacados matematicostjfices Recuerdo que
cuando venia cada verano tl trabajabas con €él y te praputama de tesis doctoral.
Te sugirid que fueras a trabajar con Pierre Samuel a Francia

LR- Me recomend0, que un tema como edehe discutirse con matéticos de a de
veras y que si podia ir a Francia con Pierre Samuel, que sabisaeasas. Pues,
encantado de la vida sali, con muchos problemas y con muelasidades.

LP- ¢En 19547, mas o menos.

LR- De ese orden.

LP- Si, yo me acuerdo que te dejé de ver una época.

LR- Si, si, muy duro estuvo, no tenia dinero, muy dificildpddemas el problema
no era tan facil y cuando vi que la cosa ya iba bien, me regii@abajé en Clermont-
Ferrand, donde Pierre Samuel era maestro de la Universidad.

LP- Y tu trabajo fue, quizas, uno de los primeros, si ho es queilgy articulo pu-
blicado por un matematico, mexicano o espafiol, en el Anofalathematics. Fue un
articulo muy exitoso, muy importante...

LR- ...es que el problema era bonito, era un problema interesant

LP- Inmersion de Variedades Algebraicas.
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LR- Si. Sila variedad tiene cierta dimension, cual es la pe@giefia dimension donde
se puede meter, dicho de manera informal. Estaba muy bdrigme y a Pierre Sa-
muel le encantb.

LP- Ese resultado aparece en muchisimos lados, inclusive negdrque en alguna
ocasion vino Robin Hartshorne, que tiene el libro de Gedmélgebraica, y ahi viene
alguno de tus resultados.

LR- Si, yo conoci bien a Hartshorne.

LP- Me acuerdo que me toco de nifio conocer a grandes matemabscar Zariski,
entre otros.

LR- Zariski, nada menos.

LP- Varias veces vino a México a trabajar aqui contigo y a mtawsaba convivir con
él en la parte no matematica puesto que yo tenia 9 o 10 daowién vino Pierre
Samuel en 1955 mas o0 menos. Me acuerdo porque traia a sudaijoayo en la fuente
de la casa de Manuel Dublan y se moj6 la ropa. Me pedistergjexd algo mio, un
suéter, para que se lo pusiera... Luego, trabajaste erlBgrk

LR- Si, estuve dos semestres invitado por ellos, para hacenratita, y estaba Tarski,
Sidenberg, Maxwell Rosenlich. Y el otro...

LP- ...¢el de geometria algebraica?

LR- No, él hacia geometria en general.

LP- Me acuerdo que te acompafiamos un semestre, en 1962, dawilgste y traba-
jaste con matematicos de Berkeley. Después regresamesiady seguiste trabajando
en Geometria Algebraica y Cohomologia de Grupos. Duresgeoeriodo de los afos
60 me acuerdo que estabas trabajando mucho también emitarasde textos.

LR- También, eso era muy importante para maestros.

LP- Exactamente, y también en los afios 70.

LR- De los de primaria, escribi todos los afios, los 6 de premari

LP- Te acuerdas como fue la cuestion, ¢ te los pidio la Setaata Educacion Publi-
ca?, o ,como estuvo?

LR- No, no fue por pedido, fue por gusto, por hacerlos, y se inteom algunas edito-
riales.

LP- ¢Y también hiciste los de secundaria?

LR- De secundaria también, una vez que estas escribiends,ypuescribes todo...
hasta de facultad también tengo uno, ¢,no?

LP- Varios. Me acuerdo de los de secundaria. Tenias un equip6 coaestros, que
trabajaban en eso, Cardenas y tQ, por supuesto.

LR- Matematicos éramos Céardenas y yo, nada mas y los dermasreestros que
habia que ensefiarles la parte mateméatica ya superitsyse pegaban a escribir tam-
bién.

LP- Muy entusiastas, Villar era uno de ellos.

LR- Si, si, ahi esta el libro.

LP- Colaboraste muchisimos afios en la creacion de textosatirmatica para la Se-
cretaria...

LR- Y mas.

LP- Claro, es una de las labores mas importantes que hay que hace

LR- A mi siempre me pareci6 muy importante la escritura deoexinas para los
maestros que para los alumnos. Lo que necesitaban los osesttener, por escrito,
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lo que debian ensefiar. Les di mil conferencias, ...nsirolais.

LP- Si, durante toda esa época ibas a muchas ciudades débpais Monterrey donde
fundaste junto con otros la facultad de matematicas, at&ngatambién a Querétaro.
LR- Si mucho a Querétaro... y a Toluca también mucho, a Mareli

LP- Es decir, estuviste apoyando a muchisimas universidametedse ensefiaba ma-
tematica, para tener lo que ahora tenemos.

LR- Fui muchisimo a Monterrey y crecio rapidamente.

LP- A Sonora también...

LR- Si, si,

LP- Es decir, fuiste a muchos lugares de la Repilblica. Yo merdougie a cada rato
te ibamos a dejar a la estacion del tren, viajabas todaclaengara amanecer alla y dar
clase, en fines de semana muchas veces.

LR- Si, en fines de semana, daba clases sabado y domingo yategetsiomingo en
la noche.

LP- Eso en la época de los 60, y después ibas manejando a mughaosd.

LR- Yucatéan, muchas veces iba en coche a Yucatéan.

LP- Uno de tus cumpleafos lo pasaste en Mérida dando confasgnparticipando
€n un congreso.

LR- También a Oaxaca fui mucho.

LP- Hay un famoso Symposium del 56, que vino Atiyah, Hilton, K&artan, Eilen-
berg, Cherny Hurevich quien perdio la vida en una de lampitdes pues al no ver bien
se cay0. Vino Jean Pierre Serre, también estuvo Lefsch@tzolaboraste en la orga-
nizacion de ese famosisimo Symposium que hizo historla eratematica mundial.
LR- Es que eso jald a la gente que le gustaba trabajar en matamatecio el grupo.
LP- También recuerdo que dirigiste muchisimas tesis de ttpos.

LR- Ah claro, si,...es que no habia gente para hacerlo, terdaneterse uno siempre.
LP- Ibas en la calle caminando o a cualquier tienda y todo munciortecia, porque de
alguna u otra manera habian sido tus alumnos o asisteritpg®ale tus conferencias.
Colaboraste muchisimos afios con Humberto Cardenas.

LR- Si, si, muchisimos, y ahorita seguiriamos, lo que pasgie esta en Morelia, si
no, estariamos escribiendo articulos.

LP- Pero has seguido trabajando con él todo el tiempo y han hethnipo de trabajo
gue los ha llevado por distintas areas de la matematicanyphbhlicado muchisimos
articulos.

LR- Si, porque Cardenas nunca estuvo en Geometria Algebesitaba en otras cosas.
LP- También me acuerdo que vino Steenrod a México.

LR- Y estaba muy contento con nosotros, trabajaba muy bien.

LP- Y a través de todos estos afios has visto crecer el ambienéeatico y no nada
mas en la Ciudad de México, sino en todo el pais.

LR- Si, hemos visitado todo el pais, muchas veces.

LP- Del 60 al 62 fuiste presidente de la Sociedad Matematicaddes...

LR- Si, si, me pescaron, y ni modo de decir que no.

LP- Y te toc6 organizar alguno de los congresos de la Socieddaes @o era cada
afo...

LR- No era obligatorio, pero mas o menos.

LP- Cada presidencia es de dos afios de duracion. La Sociedath&tica Mexicana
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obviamente crecid enormemente.

LR- Bastante, porque fuimos a todas partes. No nos quedabarietssy

LP- En Saltillo hay una placa conmemorativa de la Sociedad MatieenMexicana
porque ahi se fund6. Cuando a mi me toco ser presidehefids después de ti, en el
2001, se colocd también una placa alusiva a la Sociedadrivédica Mexicana, en el
mismo Ateneo Fuente de Saltillo...

LR- ...y esos congresos sirvieron mucho para entusiasmar aalestras de matemati-
cas de todos los niveles, sobre todo los de primaria, sedanddesde luego los mas
avanzados. Eso ha servido mucho para la mejor formacitosdaestros.

LP- Entusiasmar a la gente... hay gente que no conoce nada deatiatey en cuanto
oye hablar de matematica se entusiasma...

LR- ...y aprende que las matematicas no son una serie de smtdblas sino que es
el arte de razonar correctamente, nada mas, y todo lo dealasobrando.

LP- Muchas personas ven a la matematica desde distintos mmtasta, algunos ven
a la matematica como una herramienta para hacer algo...

LR- ...la utilidad...

LP- la utilidad de..., pero los matematicos la vemos como usEglina de estudio por
si misma.

LR- Formacion mental...

LP- ...y lacual es una bella arte...

LR- ...si, si una bella arte....

LP- Y en cuanto al nUmero de matematicos que existen en Mé&xigopuedes decir.
LR- Pues me parece que todavia somos muy pocos. Cuantos neraatiabs hay,
mas avanzado es el pais. Eso es importantisimo. Una saszberlas y otra cosa es
utilizarlas, y si no la saben, no pueden utilizarla. Parauqupais esté muy bien, debe
tener buena mateméatica en muchas partes.

LP- Si, en alguna ocasion lei que habria que multiplicaipal nUmero de matemati-
cos en México...

LR- ...posiblemente...

LP- ¢ Por qué razon dirias que hay que estudiar matematicas?

LR- ¢Por qué razbn? Por gusto, que les guste, que les gustenEragjle gusta pen-
sar bien a la gente, pero da mucho trabajo pensar bien y cisndan cuenta que
si pueden, se ponen contentisimos. En cuanto descubserosa de matematicas que
la pueden razonar y deducir, les da mucho gusto a los chanizsmss lo que hay que
tratar de hacer: entusiasmar a la gente. Una cosa muy partd®ila matematica es
que la matematica es totalmente internacional, muchaasddisciplinas que se estu-
dian van dirigidas a ciertos grupos a ciertos lugares, @enasdtematica es totalmente
de todo el mundo.

Y como ya se hacia tarde, decidimos parar por el momentorpaaar esta conver-
sacibn mas adelante.
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Informaci on Olimpica

A continuacion presentamos las actividades programaatas pomité organizador de
la Olimpiada Mexicana de Matemaéticas, de octubre a dicierdb 2010.

Del 21 al 27 de noviembre en Ensenada, Baja California
24° Concurso Nacional de la Olimpiada Mexicana de Matematicas

Del 9 al 19 de diciembre en Cuernavaca, Morelos
Entrenamiento para los seleccionados nacionales.
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Apendice

Teorema 1 (Factorizacon en primos) Todo enterar mayor quel puede expresarse
como un producto de primos (con, tal vez, solamente un factor
Ver [5, 7].

Definicion 2 (Congruencias) Dados dos fimeros enteros, b, y un entero positivan,
decimos que es congruente cohmbdulom, sia — b es nilltiplo dem. En este caso
escribimos: = b (modm).

Ver [9].

Teorema 3 (Pequéo teorema de Fermat) Sip es un iimero primo yu €s un entero
primo relativo corp, entonces

a?~' =1 (modp).
Ver [5, 7].

Teorema 4 (Desigualdad media aritrética - media geonétrica) Siz,zo,...,x, SON
nimeros reales positivos, entonces

T1+Ta+- -+ Tp

> /1wy wp
n
y laigualdad se cumple siypbo siz; = 25 = - - - = x,,.

Ver [3].

Definicion 5 (Sucesbn de Fibonacci) La sucesin de FibonacciF,, se define como
sigue:
Fi=1F =1, y F,=F,_1+F,_» sin > 2.

Ver [4].

Teorema 6 (Teorema del binomio)Sia y b son rimeros reales y es un entero posi-

tivo, entonces
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donde(}) = #Lk),
Ver [6].

Teorema 7 (Formulas dearea)
1. Elarea de un re@ngulo de lados y b esa x b.

2. Elarea de un trdngulo es igual a;—hl, dond€ es la medida de un lado/yes la
medida de la altura sobre dicho lado.

3. Elarea de un @rculo de radior es igual anr?.
Ver [1, 2].

Teorema 8 (Suma de losingulos internos de un triangulo) La suma de lo&ngulos
internos de un té@ngulo esl80°.
Ver[1, 2].

Teorema 9 (Desigualdad del trangulo) Dado un trngulo cuyas longitudes de sus
lados sora, by ¢, entonces se cumplen las siguientes relaciones

a+b>c, b+c>a, a+c>0b.

El reciproco tambén es verdadero, es decir, §j b y ¢ son rumeros positivos que
satisfacen las relaciones anteriores, entonces se puea@fain triangulo cuyos lados
tienen longitudes, by c.

Ver [2].

Teorema 10 (Teorema de Pégoras) En un triangulo recangulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.
Ver|[1, 2, 8].

Definicion 11 (Congruencia de trangulos) Los triangulosABC y A’ B’C’ son con-
gruentes si lo@angulos y los lados del tinguloABC son iguales a lodngulos y los
lados del trangulo A’ B'C".

Ver[1, 2].

Criterio 12 (Criterio de congruencia ALA) Un criterio de congruencia de #aingu-
los nos dice que si tenemos dositrgulos con un lado igual y d@ngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio de cengia se le conoce como
angulo-ladoangulo y lo denotamos como ALA.

Ver[1, 2].

Criterio 13 (Criterio de congruencia LLL) Un criterio de congruencia de #ingu-

los nos dice que si tenemos doatrgulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio de congruentgscemoce como lado-lado-
lado y lo denotamos como LLL.

Ver [1, 2].
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Definicion 14 (Semejanza de tAngulos) Los triangulosABC y A’ B’C’ son seme-
jantes, si su&ngulos respectivos son iguales, es decir,

LABC = LA'B'C'
LACB = /A'C'B’
/BAC = /B'A'C’

y sus lados hoslogos son proporcionales, esto €52, = 2 = £4..

B'C
Ver [1, 2].

Criterio 15 (Criterio de semejanza AA) Si dos pares déngulos correspondientes
de los triangulosABC' y A’ B'C’ son iguales, entonces losdrigulos son semejantes.
A este criterio de semejanza le llamané&guloangulo y lo denotamos como AA.
Ver[1, 2].

Criterio 16 (Criterio de semejanza LAL) Sidos tringulos tienen dos lados héio-
gos proporcionales y éingulo entre dichos lados igual, entonces lo&rigulos son
semejantes. A este criterio de semejanza se le conoce cdmargulo-ladoy lo de-
notamos como LAL.

Ver [1, 2].

Teorema 17 Si trazamos dos rectas tangentes a una circunferencia dasehaismo
puntoP, entonces los segmentos de recta dd3ddos puntos de tangencia son iguales
y el centro de la circunferencia yace en la bisectriz @edjulo entre las rectas.

Ver [2].

Teorema 18 (Medida delangulo inscrito) La medida de urangulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del arco comprendido ergus lados, es decir, la
mitad delangulo central que subtiende el mismo arco.

Ver [1, 2].

Definicion 19 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero es &clico si sus cuatro &rtices
estin sobre una misma circunferencia.
Ver [2].

Teorema 20 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero convexad BC'D es dclico si y
sblo si la suma de loAngulos opuestos es iguall&0°, es decir, si y8lo si

/ZDAB + /BCD = ZABC + ZCDA = 180°.
Ver [2].

Definicion 21 (Figuras en perspectiva)Dos figuras egtn en perspectiva si todas las
rectas que unen puntos correspondientes de las dos figunasosurrentes. El punto
por el cual pasan estas rectas se llama centro de perspectiva

Ver [2].

Teorema 22 (Teorema de Desargued)os triangulos estn en perspectiva si Yoo
si los puntos de intersedm de lados correspondientes son colineales.
Ver [2].
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