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Presentacon

Tzaloa es una publicacion periddica trimestral de la @lada Mexicana de Matemati-
casy su objetivo es fomentar el estudio de las matematicas ana disciplina dinami-
ca y creativa. El disefio de las secciones y la cuidadosacs@hede sus contenidos
buscan apoyar de manera efectiva, con informacion y coarmabgs de calidad, a es-
tudiantes y profesores de nivel medio superior que cada@poeparan para participar
en los diferentes concursos de la Olimpiada de Matematicas

Esta revista, con orgullo, toma su nombre del ndhuatl poegté hecha por y para los
mexicanos. Tzaloa significa aprender y las paginas quenmoan buscan ayudar a
satisfacer la necesidad de contar con espacios adecuadqgsrptesores, estudiantes
Yy, en general, para todas aquellas personas interesadasanaflar e incrementar sus
capacidades para el razonamiento l6gico matematicogstaucion de problemas.

Tzaloa, Ao 2011, Nomero 2

Pensando en los estudiantes y profesores que se estarepadppara participar en las
diferentes etapas de los concursos estatales, fue queokitanseleccion del material
que figura en este segundo nUmero del afio 2011. Es asihgsedcioneBroblemas

de Practicay Problemas Propuestpsstan integradas en su mayoria con material cla-
sificado con niveles introductorio e intermedio. Se buswé la variedad de temas y
niveles de estos problemas fuera equilibrada y esperangosl qonjunto sea de utili-
dad para apoyar la preparacion de todos.

El articulo de matematicas de esta ocasion trata dedtrategias hsicas de contey,
desde la primera pagina, se hace evidente la experiefeipioh de su autor Leonardo
Ignacio Martinez Sandoval. De esta forma, el lector deséugue el articulo no sélo
contiene una exposicion bastante completa de las t&ssmgéadarde conteo, sino que,
adicionalmente, se complementa con una serie de Utilesneredaciones practicas
para enfrentar problemas de olimpiada. La gran cantidajetdepéos y ejercicios que
se incluye constituye otro atractivo plus de este trabajo.
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Ademas, también hemos incluido los problemas y solusi@® Concurso Nacional
de 2010. En la seccibn correspondiente, se mencionan obnes de los ganadores
y se presentan algunas de las soluciones dadas por ellostrBdado, en el ambito
internacional presentamos el examen con solucionesX¥é\VaOlimpiada Iberoameri-
canadonde México tuvo una participacion muy destacada. Riond, también podras
encontrar los problemas del examen d¥Xdll Olimpiada de la Cuenca del P#eo.

México y las Olimpiadas de Matenaticas

Hace mas de 24 afios que la Sociedad Matematica Mexicawantido impulsando
vigorosamente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matieas (OMM). Desde
sus inicios, este programa se ha visto fortalecido graclasparticipacion de miles
de jovenes estudiantes y a la entusiasta colaboraciérugban profesores quienes,
de manera espontanea y altruista, han dedicado sus exfieeraejorar la ensefianza
y elevar la cultura mateméatica de nuestro pais. Motivgado®l movimento olimpico,
en escuelas ubicadas a lo largo de todo el territorio naisa&an desarrollado innu-
merables talleres de resolucion de problemas, dondeiastad y profesores trabajan
con el (inico afan de incrementar sus capacidades parzoglamiento, el analisis y la
creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada ppaittbn de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana aterivaticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matematica nacional.,Peés importante alin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido perdesarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccion temprana de jovendslento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacion adecpada desarrollar al maximo
todo su potencial. Asimismo, la participacion en los ceseos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidediesio el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jovenes ex-olimpicasnms que cuentan con una
solida formacion matemética y muchos de los cuales hamg®ecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacio

252 Olimpiada Mexicana de Mateméticas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemateagsarrolla el etapas:

= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccion y participacion de las delgezs nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.
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En la25* Olimpiada Mexicana de Matematicas podran participarelstsidiantes de
México nacidos después del de agosto dé992. Los concursantes deberan estar ins-
critos en una institucion preuniversitaria durante efngni semestre del ciclo escolar
2011-2012Yy, para dl° de julio de2012, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacion puedes consultar la @agin

http://ww. omm unam nx

Para la primera etapa, los participantes deberan inssgibirectamente con el Comi-
té Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de 126* Olimpiada Mexicana de Matemaéticas se realizara del
13 al 19 de noviembre de 2011 en San Luis Potosi, San LuisP8éttos primeros lu-
gares de este certamen se les invitara a la etapa de enteet@gnseleccion de las de-
legaciones que representaran a México en las distintagp@ldas Internacionales del
afio 2012: la XXIV Olimpiada Matematica de la Cuenca delifRax; que se llevara a
cabo en el mes de marzo; la XIV Olimpiada Matemética de @antéricay el Caribe,
que se celebrara en el mes de junio3& Olimpiada Internacional de Matematicas,
gue se llevara a cabo en julio en Argentina, y la XXVII Olimaga Iberoamericana de
Matematicas que se realizara en el mes de septiembre ameBol
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Estrategias kasicas de conteo

Por Leonardo Ignacio Martinez Sandoval

Nivel Intermedio

“Poco a poco fui volviendome habilisimo en este arte. Al@de unos meses - gracias a
nuevos y constantes ejercicios contando hormigas y otsectos- llegué a realizar la proeza
de contar todas las abejas de un enjambre”.

Beremiz Samir el hombre que calculaba

Una de las habilidades mas (tiles a la hora de resolvetgas de combinatoriaen la
Olimpiada de Matematicas es saber contar bien. Al comeszkr olimpiada tenemos
un entendimiento basico de qué quiere decir “contar ¢osasialmente nuestra intui-
cion sirve muy bien durante las primeras etapas, perdaapente nos damos cuenta
que es necesario desarrollar nuevas técnicas que noggeguntar cosas de manera
simplificada.

En este articulo haremos un recordatorio de las tecneasuteo basicas. Comenza-
remos por ver problemas de primeras etapas. En estos pablememos la ventaja
de que podemos hacer cuentas explicitas, es decir, comibadss podemos dar un
numero, y también muchas veces basta con enlistar lososhjeie tenemos que con-
tar. Después de esto introduciremos las dos reglas pailesipara contar: la regla de
la sumay la regla del producto. A partir de estas dos reglhasela mayor parte del
conteo. Tras ver algunos ejemplos de estas reglas, llegar@atras herramientas usa-
das frecuentemente, como las permutaciones y las combieciEn la seccion final,
“Divide y Conquista”, veremos como incorporar todas kEmicas de contesstindar
para resolver problemas mas dificiles.

Recuerda que como en cualquier otro tema, la Unica formamaerlo bien es re-
solviendo los problemas. Es por eso que cada tema tieneepmablpara que puedas
practicar.
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Enlistar los objetos
Vamos a comenzar con el siguiente problema:
Ejemplo 1 ¢ De ciintas formas podemos hacer una palabra de dos vocalestdistin

La técnica méas basica que existe para contar objetoslistadlns y contar cuantos
elementos tiene la lista. Esta técnica es (til cuandadsasque tenemos que enumerar
son pocas.

Cuando usamos esta técnica, queremos asegurarnos delgsiéo®objetos que que-
remos contar aparezcan en la lista. Es por esto que redilltafia los objetos que
contamos un cierto orden y enlistarlos siguiendo este oRBa el problema que plan-
teamos, tenemos un orden natural, el orden “lexicografiso®modando las palabras
que queremos contar como si aparecieran en un diccionadenpos enlistarlas como
sigue:

AE AIAO AUEAEIEOEUIAIE IO IU OA OE Ol OU UAUE Ul UO

Tras contar los elementos aqui, vemos queXbiEn este ejemplo tuvimos dos ven-
tajas. Una es que ya teniamos un orden natural para los iesnéa otra, que los
objetos que contamos ya tenian una forma facil de repta$es por escrito. En otros
problemas, nosotros debemos elegir nuestro orden y nuesttieion. Consideremos
otro problema en el cual enfrentaremos estas dos dificgltade

Ejemplo 2 Se tienen 6 fiios. Se elegén 3 para que trabajen en Geom@r Los otros
3 trabajaran en Combinatoria. ¢, De @ntas formas pueden quedar divididos?

Imaginemos que queremos enumerar todas las posibilidage$os equipos. Una pri-
mera observacion es que nada mas necesitamos elegiB aiidss que trabajaran en
Geometria, pues ya sabemos que los otros trabajaran ebiaoria.

Tenemos que encontrar una forma adecuada de referirnosd@ésspor escrito. Una
opcion seria darles nombres, pero esto seria engopuss,una configuracion tendria
que ser algo del estilo “Mario”, “Luis”, “Karen”. Algo que sealta mas practico es
olvidarnos de que son nifios y simplemente referirnos & eltw nmero, digamas
2,3,4,5y6.

Esta notacion nos da la ventaja de que los nUmeros, conpalasras, también tienen
un orden por si mismos. Una (ltima observacion que tesamae hacer es que en este
caso no nos importa en qué orden elegimos los nifios, pweRiglo123 es el mismo
equipo que eR13 o el 132. Una manera de enlistar a los equipos de Geometria es
primero poner a los que tengan al niiduego a los que tengan aly no al1, luego
los que tengan & y no al1 ni dos y finalmente los que tengardalpero no all, 2 ni

3. Obtendremos una lista como la siguiente:

123, 124, 125, 126, 134, 135, 136, 145, 146, 156, 234, 235, 236, 245, 246, 256,
345, 346, 356 y 456. En esta lista ya podemos contar que Bayormas posibles de
hacer equipos.

A partir de este momento ya se empiezan a ver otras dificslideléntentar enumerar
todos los objetos que queremos contar. Una vez que el pralidlemienza a hacerse



Estrategias hasicas de conteo 3

mas grande, es mas dificil enlistar todas las posibilidgdasegurarse que realmen-
te sean todas. Es por esto que necesitamos encontrar forasagemerales de contar.
Perderemos la ventaja de poder todos los objetos posibles a cambio de padtgu-
mentarconteos mas grandes.

Problemas

1. ¢De cuantas formas podemos escrilticamo suma de algunos enteros positi-
vos si no importa el orden de los sumandos? ¢ Y si si importa?

. ¢Cuantas diagonales tiene un heptagono?
. Entrel y 100, ¢,cuantos multiplos dehay que no sean multiplos 88

. ¢, Cuantas veces al dia se cruzan las manecillas de i relo

a A W N

. ¢,Cuantos nUmeros primos hay et 100?

Dividir en casos y la regla de la suma

Hay ocasiones en las que es facil contar objetos siemprandoutengamos una con-
dicion adicional. Hay algunas otras ocasiones en las sy ordenar el conteo nos
conviene organizar a los objetos en categorias. En amksos tafilosofia sera trans-
formar un problema grande en problemas mas pequefiosvégraremos las respues-
tas de esos problemas mas pequefios para obtener laosodigtiproblema original.
Consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3 ¢Cuantos trangulos i$sceles distintos existen con lados enteros y cuyo
perfimetro sea menor o igual B)?

Para asegurarnos de considerar todos los triangulos lesgogqar de una manera orde-
nada. ¢Hay algln elemento del problema que podamos dejpafi tener problemas
mas pequefios? Una opcion podria ser dividir en casasmssgamafio de los lados
iguales, al cual llamaremaesConsiderando la restriccion del perimetro y la resificc
de la desigualdad del triangdlprocedemos de la siguiente manera.

= Sit = 1, entonces el tercer lado sblo puede mddipues un valor mayor no
cumpliria la desigualdad del triangulo.

= Sit = 2, entonces el tercer lado puede medi2 6 3.

= Sit = 3, entonces el tercer lado puede medi2, 3 6 4, pues hay que cuidar la
restriccion del perimetro.

= Sit = 4, entonces el tercer lado puede meddr 2.

= Sit > 4, entonces no hay triangulos que cumplan lo requerido,pupsrimetro
es al menog1.

1ver en el apéndice el Teorema 18.
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Tenemos una lista con los posibles casos y cuantas opdiages cada uno de ellos:
1, 3,4y 2. ¢, Qué hacemos con estos niUmeros? Sumarlos, obtenienelsuttadol 0.
Después de dividir en casos debemos de sumar las posilefidie todas las opciones,
para obtener el total de formas en el problema original. En@eblema, la ventaja al
fijar t es que en los problemas mas pequefios es facil aseguranopiaenos todas las
posibilidades.

Veamos otro problema en el cual es (til hacer este truco.

Ejemplo4 1. ¢Culntos recaAngulos hay en la siguiente figura?

2. Si se permite caminar sobre los segmentos de la fighlratecia la derecha 'y
hacia abajo, ¢ cantos caminos hay deévtice A al vértice B?

A

B

Una primera respuesta al primer inciso puede ser quer hsiyp embargo, estos sblo
son algunos de los rectangulos que se forman. Hay algunas gtie tienen lineas

adentro. Intentar contarlos a simple vista es complicads @s dificil marcar cuales
rectangulos ya hemos contado y cuales no. Sin embargenpasihacernos la siguiente
pregunta: ¢, qué vértices puedenlaersquina superior izquierdde un rectangulo? En

la siguiente figura se marcan todos los vértices que pueden ¢sta propiedad:

A C D
E F
G H

Cambiemos el problema original a un problema mas pequgetigantos rectangulos
tienen aA como esquina superior izquierda? Esta es una preguntaguibslé res-
ponder, y rapidamente se puede verificar quethdg estos rectangulos. Haciendo lo
mismo con los vértice€’, D, E, F, Gy H obtenemog, 2, 3, 1, 2 y 1 rectangulos
respectivamente. Esto nos da un total deectangulos. Una vez mas, dividir en casos
nos permitié resolver un problema atacando problemasserasllos.

La regla de la suma también se puede aplicar varias vecésromnconozcamos mas
informacion del problema. Veamos como se aplica estarebsién a la resolucion
de la segunda parte del problema. Primero, en la siguienteafigsponderemos el
problema mas sencillo de encontrar de cuantas formasypasiéegar desdd a alguno
de los vértices marcados cohcaminando sblo hacia la derecha y hacia abajo.
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A X X X
X Y Z

X X

X B

Unos segundos de reflexibn bastaran para convencernagd®hlp hay una forma de
llegar a dichos vértices. Responder esta pregunta fue éuily Ahora, ¢,como conta-
mos las formas en las que podemos llegar al véitiegeTenemos dos opciones para
haber llegado &, llegar por arriba o llegar por la izquierda. Esto nos da dosiés de
llegar aY'.

Al hacer lo mismo cor¥ llegamos a una conclusion similar, sélo que ahora tenemos
dos formas de llegar & por la izquierda (las dos formas de llegar's luego pasar a

Z) y una forma de llegar por arriba, dando un totaBdermas de llegar.

Asi, simplemente debemos segsimanddas opciones izquierda y superior en los
vértices para llegar a la Figura 4 y encontrar que el totaiaaeinos ed0.

1 1 1 1
1 2 3 4
1 1 4 8
1 2 10

La regla de la suma ewlo la primera de las dos reglas basicas de conteo. La limi-
tacion que tiene es que cuando dividimos en casos, éSicEesnos, pero a veces nos
gustaria poder tomar varias decisiones compatibles.dla del producto, que veremos

a continuacion, maneja estas situaciones.

Problemas

6. ¢De cuantas formas podemos el8giuntos alineados en el siguiente acomodo
de puntos?

7. Considera la siguiente figura. ¢ Cuantos caminos exilgtieverticeA al vértice
B tales que nunca avancen hacia la izquierda?
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8. Consideralog27 cubitos unitarios que forman un cubollg 3 x 3. ¢ De cuantas
formas es posible tomar tres de ellos con sus centros atis@ad

9. ¢Cuantos enteros positivos menore)@0 cumplen que el producto de sus
digitos es36?

10. ¢ Cuéantos puntos habra en la figura del pa8o

. e o o
. e o o e o o o o
. e o o
.
Paso 1 Paso 2 Paso 3

Decisiones compatibles y la regla del producto

Ejemplo 5 En el restaurante “Platillos Almpicos” se puede pedir una comida corri-
da que consta d& tiempos. Hay que elegir si el primer platillo va a ser sopa dedi,
consoré o ensalada. Hay que elegir si el segundo platillo va a sevao espaguetti.
Hay cuatro tipos de platillos principales: milanesa empada, filete de pescado a la
mantequilla, lasagna de verduras o enchiladas suizas. Adese puede pedir agua
de tamarindo o agua de horchata. Duraritesemanas Leo fue a comer a “Platillos
Olimpicos”. Muestra que forzosamente refiiu comida alguna vez.

En esta ocasion la pregunta no es directamente acerca @®cparo todo indica que
el camino adecuado es contar cuantas formas distintasnder @xisten. Si logramos
ver que son menos df), el nUmero de dias ensemanas, demostraremos lo que se
quiere.

Una vez mas, enlistar todas las posibilidades es una peidr ejemplo, si s6lo nos
fijamos en el primer platillo y el tipo de agua, héyposibilidades:F'T, FH, CT,
CH, ET, EH. La observacion crucial antes de empezar a hacer una latgade
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las posibilidades es que cada opcion de primer plasleompatible conada opcion
de agua. Es decir, ha/opciones de primer platillo para cada una de ellabay 2
opciones de agua, de modo que tenemos endotal= 6 opciones.

Incorporando todos los tiempos de la comida, podemos veratera similar que en
total tenemos - 2 - 4 - 2 = 48 formas distintas de pedir comida. PoiPgincipio de las
Casillag, tras49 dias Leo tuvo que repetir.

Al igual que con la regla de la suma, en ocasiones tenemos opeeiporando a nues-
tra cuenta cierta informacion que vayamos obteniendootore fijamos elementos en
el problema.

Ejemplo 6 ¢ De cliantas formas podemos elegir de entéeactores al protagonista, al
acompdante y al malo de una pgeula?

Una vez mas, tenemos un problema en el cual tenemos que deciaionesompa-
tibles Lo primero que podriamos hacer es elegir al protagorksit. se puede hacer
de 10 formas distinas. Sin embargo, una vez que escogemos agprossa debemos
elegir a alguna dkas otras9 personas como su acompanante. Ya que tomamos a estos
dos personajes, todavia hay que elegir al malo de la pelicara el cual quedan Gni-
camente’ opciones. Como tenemos que elegir al protagornydteegoal acompanante
y luegoal malo, y estas opciones son compatibles, tenemos un ®ial-d - 8 = 720
posibilidades.

Aqui vale la pena mencionar que hemos asumido implicitéengue el protagonista,
el acompafante y el malo de la pelicula son personastdistin

En ocasiones hay que inventar las decisiones compatibesejdeben de tomar. Es
decir, el problema puede parecer preguntar de cuantas$senpuede hacenacosa,

lo cual es dificil de responder. En este caso, hay que tersfnuestra decisi@mica
enmuchadecisiones pequefias que son faciles de contar.

Ejemplo 7 Se tiener20 programadores. Programan en Python, Java o C. Nadie pro-
grama en los lenguajes y cada quien programa en al menos un lenguaje. preas
formas puede pasar esto?

Intentar enlistar todas las posibilidades en este probtemaria mucho tiempo. Otra
opcion es decidir para cada lenguaje qué personas larsaBim embargo, al seguir
esta idea nos encontramos con la dificultad de no poder noetes tas hipotesis con
facilidad. En vez de esto, podemos decidir por cada progtamen qué lenguajes
puede programar. Para un programadortapciones de lenguajes de programacion
gue puede sabeP, J,C, P.J, PC 0 JC. Asi, el primer programador tierfeopciones.
Para cada una de estas opciones, el segundo programaedy tipoiones. Siguiendo
asi, vemos que debemos multiplicar veinte vec&s éé modo que ha§?° formas en
las cuales los programadores del grupo pueden saber laslesg

Problemas

11. Un namero es capicla si se lee igual de izquierda a llempee de derecha a
izquierda. ¢ Qué hay més, nimeros capictidsdigitos o des digitos?

2Vfer en el apéndice el Teorema 7.
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12. En un juego de mesa se tienen varias tarjetas. En cadetasta marcada una
de5 figuras. Esta figura puede ser de uno de cuatro colores. Agjdaiarjeta
tiene un nimero dé a 9. En cada turno se pone una tarjeta en la mesa que
cumpla cierta condicion. Esta condicion garantiza queetos un cuarto de las
tarjetas se puedan poner. Después de haber pRetigetas, aproximadamente
¢cuantas se pueden poner?

13. ¢Cuantos equipos distintos se pueden formar en um saft: nifios? ¢ Cuantas
palabras de letras, cada una de ella® b, existen?

14. ¢De cuantas formas se pueden poner tres fichas de doomsécutivas?

15. En un examen cada una de @igsreguntas tien8 opciones. Si un alumno con-
testa el examen totalmente al azar, ¢,cual es la probabdelgue tenga al menos
la mitad de las preguntas bien?

Asignaciones, permutaciones y combinaciones

Lareglade la sumay la regla del producto realmente son taarhentas mas versati-

les de conteo. Hay que aprender a utilizarlas en una graiadrde situaciones y no

deben de subestimarse. Sin embargo, hay otras técnicantm@standar que se de-
ducen a partir de las reglas de la suma y del producto, y qaadréemente se usan
para contar cosas en problemas de olimpiada. Veremos jriepemplos de cuando

usar estas herramientas y luego las enunciaremos en general

Ejemplo 8 ¢Culantos rumeros de cuatroiditos tienen todos sudgitos impares?

Esta es una aplicacion directa de la regla del productoa @ad de logt digitos tiene

5 opciones, set, 3, 5, 709, y cada eleccion de digito es compatible con las demas.
Asi, hay4® nimeros que cumplen esta condicion.

La situacion en general es la siguiente. Se tienebjetos tales que cada uno de ellos
se puede clasificar en exactamente unordépos. Es posible que haya mas de un
objeto de un mismo tipo. Como para cada uno de:lobjetos hayn posibilidades, en
total tenemosn™ formas de clasificar los objetos.

Ejemplo 9 ¢Cuanto suman losimeros dé digitos que tienen exactamente Lyun
2,un3,un4y un5?

Esta es una pregunta un poco mas complicada. Para simpéfipeoblema vamos a
dividir la suma total como sigue. En primer lugar, veremoseanto colaboran los
digitos de las unidades de todos estos numeros. En alglenestos nimeros aparece
el 1 como digito de las unidades. ¢ En cuantos? Formaremosrn&mue terminen en
1. Para contar cuantos numeros de estos tenemos, usaienegsa del producto. El
digito de las decenas ahora so6lo tienmalores posible<, 3,4 6 5. Una vez que fijemos

el digito de las decenas, el de las centenas solo flersdores posibles. Siguiendo
asi, vemos que hay- 3 - 2 - 1 = 24 numeros que terminan en Asi mismo, hay
24 nUmeros que terminen €9 3, 4 y 5. De modo que las unidades colaboran con
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(1+2+3+4+5)-24 =360 ala suma total. De manera similar, podemos ver que los
digitos de las decenas colaboran ¢bt+ 20 + 30 + 40 + 50) - 24 = 3600. Siguiendo
asi, vemos que la suma total3#) + 3600 + 36000 + 360000 + 3600000 = 3999960.

La parte que nos interesa del problema es que queremos poogtan algunos obje-
tos. En el problema, una vez que fijabamos algin digitoptoos podrian acomodarse
de4-3-2-1 = 24formas. En el problema en general, tenemabjetos distintos que
gueremos acomodar en una linea. Usando la regla del pmdurcta primer posicion
de la linea podemos poner cualquiera derlosbjetos. En la siguiente posicion, ya
so6lo tenemos — 1 posibilidades. Siguiendo asi, la peniltima posicioio podra ser
ocupada por uno d&objetos y el objeto en la Gltima quedara totalmente detexdo.
Esto nos da untotalde- (n — 1) - (n — 2)---2- 1 formas de acomodar estos objetos
en una linea. Para no escribir un producto tan largo, usrdbrse abrevia comd y

se lee % factorial”. A estas formas de acomodar objetos distingsilen una linea se
les conoce como permutaciones.

Ejemplo 10 Cuando se desarrolla la multiplica@n (x+a)(z+a)(x+b) (z+b)(x+c),
¢éen cantos sumandos el exponentexdes3?

Ejemplo 11 Se tiener8 pelotas blancas3 pelotas negras y una pelota gris. ¢De
cuantas formas se pueden colocar en una fila fiféco que nos importa es de &uao-
lor son?

Cada sumando de la multiplicacion del primer problema seobeligiendo una de las
dos letras de cada paréntesis. Asi, teneth@smandos. ¢, Como le hacemos para ver en
cuantos de estos el exponenterdes3? Para que un sumando tenga el exponente de
igual a3 necesitamos que en tres de los paréntesis multipliqueaagylen los otro2

no. Entonces, para encontrar un sumanda:¢ogs necesarielegir 3 de los5 factores,
para que en ellos tomemosday en los otros dos no. De modo que para responder la
pregunta tenemos que saber de cuantas formas podemas3abggtos diferentes de
entre5 objetos. Por el momento no conocemos esta cantidad, pepmtaimente la
Ilamaremos(g). En un momento veremos como calcular este nimero.

Para resolver el segundo problema tenemos una situacilasiUsaremos la regla
del producto. Pensemos en Iislugares que ocuparan las pelotas. La pelota gris tiene
12 posibles lugares que puede ocupar. Como en las otras péhitasnente nos im-
porta el color, no es un simple problema de permutacionasi8bargo, si de losl
lugares restantedegimoss para que en ellos queden las pelotas blancas, entonces ten-
dremos determinado completamente el acomodo. Es decstroygoblema ya nada
mas necesita saber de entieobjetos, de cuantas formas podemos elggle ellos.
Llamemos temporalmente a este nﬂmégt}.

Queremos encontrar una formula que podamos calcular(ppyepara(’y ). Mas adn,
planteemos el problema en general. Tomemos nimeros sntgrd con0 < k < n.

Si tenemos los nimeros dekl n podemos preguntarnos de cuantas formas podemos
elegir k de ellos distintos sin que nos importe el orden. Llame(@()sa este nimero.
Hay muchas formas de determinar el vaIm(Q}a, pero a continuacion mostramos una
basada en el principio de doble conteo.
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Retomemos una pregunta de permutaciones: ¢ De cuantaasfpodemos acomodar
los nimeros del al » en una fila? La respuesta et Sin embargo, hay otra forma
valida de contar las maneras de acomodar a estos nUmeuos éia.

Por ejemplo, otro procedimiento que determina completéanedmo acomodar los
numeros del aln en unafila es el siguiente. Primero, decidimos de entre losme-

ros cuales van a ser los primerogn la fila. De acuerdo con la notacion que estamos
utilizando, tenemos que eledide entrex nimeros, de modo que lo podemos hacer de
(Z) formas.Para cada formale elegir estog nimeros, ahora tenemos que decidir en
qué orden quedaran, lo cual se puede hacét ttemas. Finalmente, los Ultimas— &
nimeros ya se sabe cuales son, pero aln hay que ordet@adas) se puede hacer
de(n — k)! formas. Asi, usando la regla del producto tenemos que{heyt(n — k)!
formas de acomodar a los nimeros tal n en una fila.

Aqui viene el punto clave del Principio de Doble Conteo. @oa cuenta, tenemos
que hayn! acomodos. Con otra, tenemos que I@)/k!(n — k)! acomodos. ¢ Es esto
un error? No! Al obtener dos numeros con formas distintasryectas de contar una
misma cosa, llegamos a la conclusién de que tienen quesaiey De modo que la
conclusion que sacamos de todo esto esrdue (})k!(n — k)!, de donde se deduce
una formula explicita para lammbinaciones(}) = #Lk), A los nmeros de este
tipo se les conoce conepeficientes binomialgsla notacién(}j,) se lee 'h enk”. Es
muy importante recordar el significado combinatorio de tmficientes binomiales, no
s6lo la formula para obtenerlos explicitamente.

Regresando a los problemas planteados,@ayb 3?—;, = 10 términos que tengan a
23 yhay12(Yy) = 1241 = 12 x 165 = 1980 formas de acomodar las pelotas en una
linea si s6lo nos importa el color.

En la siguiente seccibn veremos como podemos combinastestas técnicas para
resolver problemas mas complicados.

Problemas

16. ¢De cuantas formas se pueden senf@rsonas en una mesa circular? Dos aco-
modos son iguales si al girar la mesa quedan iguales.

17. ¢Cuantos nimeros de cinco digitos distintos hay?

18. ¢De cuéantas formas se pueden col8darres en un tablero de ajedrez sin que
puedan atacarse entre si? (Unatorre de ajedrez puedeafaezas en su misma
fila o columna).

19. ¢Cuantas parejas de subconjuntos ajenos de nUmeéroal@® hay? (Dos sub-
conjuntos son ajenos si no tienen elementos en comn).

20. ¢De cuantas formas se puede emparejgeasonas?
21. Encuentra algo que se pueda haced!dé11! + 2° + (i) formas.

22. Se tienent libros de algebraj libros de combinatoria3 libros de teoria de
nameros y2 libros de geometria. ¢De cuantas formas se pueden poner en
estante si s6lo nos importa de qué tema son?
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Divide y Conquista

Una vez que tienes practica suficiente con las técnicasioreadas anteriormente, alin
hay una habilidad muy importante por aprender para podeacbien. Los problemas
de olimpiada rara vez consistiran en aplicar de golpe omadla de combinaciones
o de permutaciones. Usualmente, hay que dividir el problemgedazos pequefios, y
en cada uno de estos usar las técnicas antes mencionagagidd@prender cuando se
tiene que dividir un problema en una suma o en una multipbcad/eremos algunos
ejemplos en donde podemos aplicar el principio de Divide gdhidsta.

Ejemplo 12 En una pizzéa hay10 ingredientes. Las pizzas pedias llevan3 inge-
dientes distintos. Las pizzas medianas llevamgredientes distintos. Las pizzas gran-
des llevar ingredientes distintos. ¢ De @antas formas se pueden pedipizzas?

Como esta escrito el problema, tenemos que hacer algupasisiones. Por ejemplo,
vamos a suponer que si ordenamos una pizyduego unab es lo mismo que ordenar
unaBy luego unad. También supondremos que no importa en qué orden se ploggan
ingredientes de una pizza, sino simplemente cuales soa.r€solver este problema,
una buena meta intermedia es encontrar cuantos tipostdstle pizzas existen. Esto
lo contamos como sigue.

Si la pizza es pequefa, hay que elegde 10 ingredientes, y esto lo podemos hacer

de (130) = 3},—07', = 120 formas distintas. Si la pizza es mediana, hay que elede
10 ingredientes, y esto lo podemos hacer(?;jé = E},—%', = 252 formas distintas. De
manera analoga encontramos que (15&) = 71,—%', = 120 formas de hacer una pizza

grande. Como dividimos en casos, aqui hay que aplicar la deda suma para obtener
un total del20 + 252 + 120 = 492 tipos de pizza distintos.

Ahora tenemos que ocuparnos de la forma de hacer las 6rdéodisamos intentar
contarlas con asignaciones, pero entonces estariamasieado el error de darle un
orden a las pizzas. Podriamos intentar contarlas s6lo@mbinaciones, pero las com-
binaciones no cuentan cuando se repite un mismo tipo de.f&mza&mbargo, si sa-
bemos qué hacer en cada uno de estos casos, de modo que vieseaividir las
ordenes segln repitan pizza o no.

Si nuestra orden tiene dos pizzas iguales, entonces hayegie(micamente qué tipo
de pizza es, lo cual podemos hacer4@@ formas. Si nuestra orden tiene dos pizzas
distintas, entonces hay que elegir de entretltistipos, 2 de ellos. Esto lo podemos
hacer de(*)?) = 492191 — 120786 formas. Finalmente, como dividimos en casos,
tenemos que aplicar la regla de la suma y obtendr2@&36 + 492 = 121278 ordenes
distintas de dos pizzas.

Ejemplo 13 Gogo tiene4 amigas. Para el th de San Valeimt compb 3 peluches
iguales y2 rosas iguales, ¢ de @ntas formas puede obsequiar todos sus regalos si los
puede obsequiar como quiera?

Una vez mas, nos enfrentamos a un problema que no se puetieraesrectamente
con una cuenta de permutaciones o combinaciones aisladal. fifnblema anterior
lo Gltimo que hicimos fue aplicar la regla de la suma. En pstdlema usaremos al
final la regla del producto dividiendo el problema en los &gtes dos problemas mas
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sencillos: ¢de cuantas formas puede repartir los pel@chds cuantas formas puede
repartir las rosas?

Resolvamos la primer pregunta. Como Gogo puede repartirdioehes como quiera,
tiene varias opciones seglin cuantos peluches regaleraismea persona. Dividiremos
por casos de la siguiente manera.

= Gogo le da los3 peluches a la misma chica. Esto lo puede hacet figmas,
Unicamente decidiendo a quién se los va a dar.

= Gogo le da2 peluches a una ¥ a otra. De last tiene que elegir a una para
regalarle lo2 y de lasotras 3 tiene que elegir a otra para darle el que queda.
Esto se puede hacer de 3 = 12 formas.

= Gogo le da maximo un peluche a cada una. Tieneetpgir a3 de ellas, lo cual
lo puede hacer dé) = 4 formas.

Juntando los casos, vemos que Gogo puede regalar los pellehe- 12 + 4 = 20
formas. Con las rosas pasa algo similar. Si regala ambas solmaersona, lo puede
hacer del formas. Si regala una y una, lo puede hace@jt,t 6 formas. Asi, tiene
4 + 6 = 10 formas distintas de regalar las rosas.

Como cada forma de regalar los peluches es compatible carfeada de regalar las
rosas, hay que aplicar la regla del producto para encoht@raéde posibilidades. Asi,
Gogo tiene20 - 10 = 200 formas de darle los regalos a sus amigas en San Valentin.

Ejemplo 14 ¢ Culantas manos de dondrtienen al menos mulas?

Para este problema tenemos que recordar que el juego de@oomista de fichas con
todas las posibles parejas de nimeros éhyyes. Una mano de domind consta de
fichas (sin importar su orden) y una ficha es una mula si ambo®rgs en ella son
iguales. Dos fichas se pueden juntar por dos extremos iguales

Como una mula queda totalmente determinada por un nimer@@e entonces hay

7 mulas. Las otras fichas no son mulas y estan determinadasdeolos7 nimeros,

de modo que hajg) = 21 de éstas. Como pasan cosas distintas con las fichas que
son mulas y con las que no, resolveremos el problema contaraghbas mulas tiene la
mano.

= Sila mano tien® mulas, hay que elegirde 7 nUmeros para que sean las mulas.
Esto lo podemos hacer o(é) formas. Ademas, para cada eleccion de mulas,
entre las otra21 fichas hay que elegXpara completar la mano, lo cual podemos
hacer de(%') formas. Esto nos da un total ¢B) (%) posibilidades en este caso.

= Para una mano cahimulas hay que elegit de 7 nUmeros que correspondan a
las mulas y luego entre 183 fichas restantes elegir una para completar la mano.
Asli, en este caso ha(fg) - 21 manos posibles.

= Sb6lo hay una mano que tenga fasulas.
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Sumando las posibilidades de todos los casos, vemos quéatteteemos;) (%)) +
(7) - 21+ 1 = 4410 + 147 + 1 = 4558 manos de domind con al menbsnulas.

Problemas

23. ¢Cuéantas formas hay de llegardl@a B en la siguiente figura si inicamente se
permite avanzar a la derecha?

24. Enun grupo dé5 personas se eligira un tesorero, un presidente y un o@g@oniz
de logistica. Si no necesariamente son personas distidascuantas formas
podemos elegirlos?

25. ¢De cuantas formas se pueden coldgaelotas negras indistinguiblesdype-
lotas blancas indistinguibles alrededor de una mesa? (Bwigaraciones se
consideran iguales si una de ellas se puede obtener a paldirotia rotando la

mesa).

26. Se marca una tarjeta con undos tarjetas con up, y asi sucesivamente hasta
gue se marcan cincuenta tarjetas corbOnSe revuelven las tarjetas. ¢ Cuantas
tarjetas deben sacarse como minimo para asegurar quéssrdree se sacan hay
al menosl0 con el mismo nimero?

27. Para organizar un torneo de futbol se necesitan elegimieses distintos del
afio, con la condicion de que no tengahdias. En el primer mes habi®
dias distintos en los cuales se juegue un partido. En elnslegmes habré
dias distintos en los cuales se juegue un partido. Enieldilines habr@ dias
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distintos en los cuales se juegue un partido. ¢ De cuantass$oes posible hacer
el calendario de juegos? Recuerda que hay afios bisiestos.

28. Pichi escribe todos los nUmeros mayores)@)0 que se pueden formar con

digitosa, b, ¢, d y e (N0 necesariamente en ese orden) que cumplen la condicion
dequeb=a+2,c=b+2,d=c+2ye=d+2.

= ¢ Cuantos nimeros escribié Pichi?

= Calcula la suma de los numeros que escribid Pichi.

Conclusiones

Existen varias técnicas basicas de conteo. Las podersomsiren la siguiente
lista:

= Podemos contar objetos enlistandolos con un orden.

= Si dividimos un problema en casos y sabemos de cuantassaenauede
hacer cada caso, al final hay que sumar los resultados.

= Si tenemos que hacer multiples decisiones compatiblessgnemos de
cuantas formas se pueden hacer, entonces hay que mattiplkcposibili-
dades.

= Podemos elegir el tipo de objetos entren tipos dem™ formas distintas.
= Podemos acomodarobjetos distintos en una fila deé formas.
= Podemos elegit den objetos en(}) = ﬁlk), formas.

= Para resolver un problema grande, podemos aplicar el piindge Divide
y Conquista para resolver problemas mas pequefios y luagbinar los
resultados adecuadamente.

Para poder aprovechar al maximo estas técnicas es niecgsalas practiques.
Después de resolver varios problemas se empieza a démamroinstinto para

saber contar. Quien sabe, a lo mejor un dia de estos padnés las abejas de
un enjambre de golpe.
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Para este segundo nUmero del afio hemos incrementado argpdificultad de los
problemas, de manera que en esta seccion encontrarasah@asificado en los nive-
les introductorio e intermedio. Otra diferencia con respetnimero anterior, es que
ahora abandonamos el formatoajgcion miltiple, mismo que se acostumbra usar en
la primera eliminatoria de los concursos estatales, paptadel formato deregunta
abiertaque caracteriza a las etapas mas avanzadas de los corgingusos.

Ahora, te invitamos a poner en practica todas tus hab#iggdusar todos tus conoci-

mientos para encontrar la solucién para cada uno dedgsoblemas de practica de

este nUmero. Aunque en la siguiente seccibn podras @acdes respuestas de todos
ellos, te recomendamos que no la consultes sino hastaetegpa hayas llegado por ti

mismo a tu propia solucion.

Por (ltimo, te invitamos a contribuir para que esta setdi®la revista se siga enrique-
ciendo con la participacion de todos. Estamos segurosapexes y tienes problemas
interesantes que proponer, por eso ponemos a tu disposiciireccion electronica
revi staomm@nai | . com donde con gusto recibiremos tus sugerencias.

Problema 1.Si0 < a < b < 1, ¢cual nimero entrg b, \/a, vb y ab s mayor?

Problema 2.En un trianguloA BC se tiene/A = 80° y ZC' = 40°. La mediatriz de
AC corta aBC en un puntaP y a la rectaAB en un puntda). Determina la medida
del angulo/BPQ.

Problema 3.¢ Cuantos nameros de cuatro digitos maltiplo8 Hay tales que el nUme-
ro formado por sus dos Ultimos digitos es también uniplaltie3?

Problema 4.En una comida te dantortillas. Un taco se prepara con una o dos tortillas
y uno de dos guisados. ¢ De cuantas formas puedes preparaitto de tacos? (Nota:
Debes usar todas las tortillas y el orden en que pongas los ¢éacel plato no importa.)
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Problema 5.El entero positivor y el primop satisfacen la relacion
n—22+mn-12+n>+(n+1)*+(n+2)? =27p.
Determina la raz()rﬁ‘pi.

Problema 6. En hexagono de la figuratAFE = Z/BCD = 90°, M y N son los
puntos medios dd By E D, respectivamente, ¥/ N es un eje de simetria de la figura.
Determina el area del hexagono.

E 5cm D

Problema 7.Leo lanza dos monedas y Marco lanza una moneda, ¢ cual esbiabpr
lidad de que Leo obtenga mas aguilas que Marco?

Problema 8.¢,Cuantos numeros del conjuith 2, 3,4, 5,6,7,8,9, 10} hay que elegir
para asegurar que su producto sea maltipl2fe

Problema 9.En una circunferencia de radice traza un diametrBQ y se inscribe un
triangulo equilatero con baseB paralela aPQ. El segmentd( corta al ladaBC' en

el puntoR. ¢ Es la longitud dé’ R menor, igual, o mayor que la longitud de un cuarto
de la circunferencia?

Problema 10.Tenemos tres montones de piedras&bnt9 y 5 piedras respectivamen-
te. Se pueden juntar cualesquiera dos montones para fonmabio, o bien, cualquier
monton con un nimero par de piedras se puede separar enahbsres con igual
namero de piedras cada uno. Haciendo sb6lo estos moviosiepés posible obtener
105 montones con una sobla piedra cada uno?

Problema 11.Un pebn blanco y uno negro se colocan en un tablero de ajddrez
peones se mueven por turnos a las casillas vacias ayasel#egente mediante movi-
mientos verticales u horizontales. ¢ Se podra definir unizeseia de movimientos de
tal forma que se obtengan todas las posiciones posibledqsadas peones sin que se
repita ninguna? ¢ Sera posible hacerlo alin en el caso degjpeones no se muevan
por turnos?

Problema 12.Si las areas de los triangulés” D, APB'y CPA sondcm?, 2cem?y
1 em?, respectivamente, Y/ es el punto medio d€'D, ¢cual es el area del triangulo
AMB?
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Problema 13.Seap > 5 un nimero primo. Demuestra que- 4 no puede ser la cuarta
potencia de un entero.

Problema 14.Con 21 fichas de damas, unas blancas y otras negras, se forma un
rectangulo d8 x 7. Demuestra que siempre hay cuatro fichas del mismo coladssl
en los vértices de un rectangulo.

Problema 15.Dado un cuadrilaterel BC'D tal que AB? + CD? = BC? + AD?,
demuestra qudC'y BD son perpendiculares.

Problema 16.Searu y b dos enteros positivos. Seaun subconjunto con mas (%L—b
elementos del conjuntfl, 2, ...,a + b}. Demuestra que hay dos nUmeros4nuya
diferenciaes 0.

Problema 17.En el triangulo acutanguld BC' se tiene que/ BAC es menor que
ZACB. Sea( la circunferencia circunscrita al triangulaBC' y seaA D un diametro
deC. SeaF el punto de interseccion del raytl” con la tangente & que pasa poB.

La perpendicular & D que pasa poFE intersecta a la circunferencia circunscrita del
triangulo BC'E, otra vez, en el puntd’. Demuestra qué'D es bisectriz del angulo
/BCF.

Problema 18.Demuestra que el cubo de todo nUmero natural se puede axpEso
diferencia de dos cuadrados, tales que al menos uno de gloélgplo de9.

Problema 19.Se pintan todos los puntos del plano usando solo tres colbemuestra
gue sin importar como se haga, siempre habra al menos umese¢g de longitud
Cuyos puntos extremos tengan el mismo color.

Problema 20.Determina todos los enteros positivos y < z tales que,

¥ 4+ y® = 2%



18

Problemas de piactica




Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccibn te presentamos las soluciones que henpasgite para 1080 pro-
blemas de practica que figuran en este nUmero de tu reDista.cuenta que para cada
problema se incluye la explicacion que justifica su valid@aserva que, en todos los
casos, la argumentacion se basa en resultados conocides sizonamientos logicos
y que para ningln problema la solucion se presenta siersost

Como siempre, las soluciones que presentamos no son yrpecabablemente tampo-
co son las mejores, por lo que es muy posible que ti hayaneado una solucion
distinta pero igualmente valida. Si éste es el caso y riasastly seguro de su validez
o simplemente la quieres compartir con nosotros te invisapaoa que nos escribas a
revi staomm@nai | . com

Solucibn del problema 1.Demostremos que'b es el mayor.
ab<b<vVbpuesa <1y Vb < 1.
a<ya<+vbpuesya<lya<b.

Con estas desigualdades se sigueti@s el mayor de los nimeros.

Solucion del problema 2.SeaM el punto medio del ladedC. Como P es me-
diatriz, tenemos queC M P = 90°. Fijandonos en el trianguld/ PC', tenemos que
ZMPC = 180° —90° — 40° = 50° y como los angulog BPQ y /M PC son opues-
tos por el vértice, obtenemos quB PQ = /M PC = 50°.
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A
80° M
B 40° 7
P C

Q

Solucion del problema 3.SeaN = abcd uno de dichos nimeros. Por el criterio de
divisibilidad por3 (ver en el apéndice el criterio 2) tenemos que tantob + c + d 'y
¢+ d son miltiplos de. Esto ocurre siy sblo gi+ by ¢+ d son miltiplos de, y por

el mismo criterio es equivalente a que los nimeros de dp®dud y cd son maltiplos
de3 (ademéasd puede comenzar d).

Primero elegimosab. Este nUmero tiene que ser de dos digitos y es multip der lo
que puede ser desde = 3(4) hasta99 = 3(33), o sea, tiend0 opciones. El nUmero
cd puede ser desd# = 3(0) hasta99 = 3(33), o sea, tieng4 opciones. Asi hay
30 x 34 = 1,020 nimeros que cumplen las condiciones.

Solucion del problema 4.Llamemos a los guisado$ y B. Podemos hacernos dos,
uno o ningln taco doble.

= Si tenemos dos tacos dobles, hay que elegir cuantos de@sdglsguisadA
(cero, uno o dos) y de qué guisado sera el taco senclllé B). Asi, hay6
formas en este caso.

= Sitenemos un taco doble, hay que elegir de quélés®) y cuantos de los tacos
sencillos son de guisadb(cero, uno, dos o tres). Asi, en este casodfymas.

= Finalmente, si no tenemos tacos dobles sblo hay que elegitas de esos son
de guisad (6 formas).

Esto da un total d20 posibilidades.

Solucibn del problema 5.Desarrollando el lado izquierdo obtenemos gué+ 10 =
27p. Como el lado izquierdo es divisible entieel lado derecho también debe serlo,

de modo que = 5. Luego,5n? + 10 = 27(5) = 135 de dondex? = 25. Por lo tanto,
n® _ 25
L =22 =35,

p 5

Solucion del problema 6.Si trazamosAE y BD, por la simetria son perpendiculares
alosladosDE y AB. Aplicando el teorema de Pitagoras (ver en el apéndicsoet
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ma 10) a los triangulos laterales que se forman, obtenem®@Bf) = AFE = 5cm.

A N B

E M D

Esto nos dice qud BDFE es un cuadrado. El area de los triangutdSE' 'y BDC' es
34 = 6cm?y el area del hexagono 63 + 2 - 6 = 37 cm?.

Solucion del problema 7.Veamos los ocho posibles resultados, doAdedica aguila

y S indica sol (las dos primeras letras indican las monedas deylle tercera la de
Marco).

{A, A, A} Leo obtuvo mas aguilas.

{4, A, S} Leo obtuvo més aguilas.

{4, S, A} Obtuvieron la misma cantidad de aguilas.
{A, S, S} Leo obtuvo mas aguilas.

{S, A, A} Obtuvieron la misma cantidad de aguilas.
{S,A, S} Leo obtuvo mas &guilas.

{S, S, A} Marco obtuvo més aguilas.

{S, S, S} Obtuvieron la misma cantidad de aguilas.

Asi que la probabilidad buscada gs= .

Solucion del problema 8.Primero notamos que los impares no nos ayudan a que el
producto sea mltiplo d&2 = 2°. Consideramos las factorizaciones en primos de los
pares2 = 2',4 =226 =2!.3,8 =23y 10 = 2! . 5. Si s6lo elegimos nUmeros,
estos podrian ser todos los impares2,ebl 6 y el 10 (que sblo aportan un facta,

gue no es multiplo d2°. Ahora, si elegimo8 nimeros lo peor que podria pasar es que
tengamos los cinco impares, los tres que aportan so6lo torfaal producto y el,

que aporta dos factor@scuyo producto es maltiplo d2®. Entonces la respuesta®s

Solucion del problema 9.UnamosC con el centraD y prolonguemos el trazo hasta
cortar al ladoA B en un puntaD.

Los triangulosDBC' y ORC' son semejantes (ver en el apéndice el criterio 16 y la
definicion 15), de donde se obtiene que,

CO DB
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Si designamos par a la longitud de los lados del triangutdBC, tenemoD B = 3y
aplicando el teorema de Pitagoras al triandiild B, tenemos qué’'D = f”T‘/g Luego,
OR = % = \/Tg por lo que

PR:PO+OR:1+§:1.5773... > 15707.... = 2 = 0Q.

Solucion del problema 10.No es posible. Notemos que si en algin momento el nUme-
ro de piedras en cada montén es divisible por un entero iraptonces en el siguiente
paso el numero de piedras en el(los) monton(es) rese({@rgera divisible por ese
mismo impar. Es claro que, bajo las condiciones inicialaglgrimer paso so6lo po-
demos obtener uno de los siguientes casos: dos montond®@grb piedras, o dos
montones cord6 y 49 piedras o dos montones ¢éd y 51 piedras. En cada uno de
estos casos, el numero de piedras de ambos montones tieamin divisor imparg,

7y 3, respectivamente) mayor quiePor lo tanto es imposible obtend5 montones

de piedras com piedra cada uno, pues en este caso, el Unico comin dieidanls

Solucion del problema 11.Larespuesta a la primera pregunta es no. Para verlo, supon-
gamos que existe una secuencia de movimientos mediantellsecabtienen todas las
posiciones posibles s6lo una vez. Escojamos una caséligwiera que esté vacia al
principio y al final de todos los movimientos de dicha secigerkxisten exactamente
63 posiciones (a las que llamaremespecialesen las que el pedn blanco esta preci-
samente en esa casilla y el pebn negro esta en cualquitaa d&as casillas. Ahora,
observemos que las posiciones especiales siempre se dparpf@s (de dos en dos),
primero cuando el pedn blanco se mueve a la casilla (sengtiea posicion especial)
y luego, al final de la siguiente jugada del pebn negro (peesegse de nuevo otra
posicion especial). Todas estas parejas de posicionesiakgs deberian ser diferentes
entre si, per@3 es un nUmero impar, lo que es una contradiccion. Por o tahse-
cuencia de movimientos no es posible.
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Aln eliminado la restriccion de mover los peones por tarferespuesta sigue siendo
no. Supongamos de nuevo que existe una secuencia de mavisydtamemogpar a
una posicion donde los dos peones estan colocados elagadsl mismo color enpar

en caso contrario. Notese que en la secuencia, las posscp@aTes e impares siempre
se van alternando, por lo que la diferencia entre el nUmemodiciones pares e impa-
res es a lo més. Por otro lado, el nimero total de posiciones paregle81 (podemos
colocar al pedn blanco en cualquiera dedd<asillas y al negro en cualquiera de las
restanteg1 del mismo color) y el nimero de posiciones impareé4s32 (podemos
colocar al pebn blanco en cualquiera dedasasillas y al negro en cualquiera de las
32 del otro color). De lo anterior, se sigue que el nUmero décoges pares e impares
difiere en64, lo que es una contradiccion y por lo tanto no existe diclcaesacia de
movimientos. (Observe que la demostracion para la segpredpinta funciona tam-
bién para la primera.)

Solucion del problema 12.Seanh; y hs las longitudes de las alturas de los triangulos
CDBy CBA, respectivamente. Denotemos gdrBC') al area del triangulel BC'.

D,
c
B \ A
Tenemos que,
Bp EEBh2 (ApB) 2
PC ~ ECh: ~ (CPA) 1

De donde,
_Bp_Z5M (PDB)
- PC k& (CoDP)’

y deducimos quéCDP) = 2 cm?.
Finalmente podemos calcular el area del trianglidd B como sigue

2

(AMB) = (ABDC) — (MDB) — (CM A)
= (ABDC) — %(CDB) — %(CDA) =9-3— g = gch.
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Solucion del problema 13.Supongamos que si existe un entetal quep — 4 = ¢*.
Entonces,

p = ¢"+4=("+2)°-4¢
= (®+2+29)(¢> +2—29)
= ((q+1)*+D((¢—1)*+1).

Comop es primo alguno de los factores deberalsei (¢ — 1) + 1 = 1 se tiene que
g=1,ysi(¢g+1)*+1 = 1entonceg = —1, pero en cada caso se tendria gue 5,

lo cual no es posible. Luego, no hay entettal quep — 4 = ¢*.

Comentario. La factorizacion de;* + 4 es un caso especial de la factorizacion de
Sophie Germainaz* + 4b* = (a? + 2b2 + 2ab)(a? + 2b® — 2ab).

Solucion del problema 14.Colocaremos el tablero en posicion vertical, es decir, con
7 filas y 3 columnas. Asignaremos el digitbal color blanco y el digita al color
negro. De este modo cada fila representa un niimero escii@se. Si dos nilmeros
escritos en baskson iguales, sus filas forman un rectangulo. Luego, todd#da han

de representar numeros distintos en base

Observemos que si en una fila se colocan todas las fichas aebro@dor, por ejemplo

el negro, necesariamente habra un rectangulo ya que ressdcolocar en ninguna
fila dos fichas negras y s6lo podemos llenar un méaximé filas de las restantes sin
gue se forme un rectangulo.

Por lo expuesto en el parrafo anterior, debemos exclus adonero900y 111. Ahora
bien, exister8 = 22 numeros de tres digitos escritos en baseero quitando los
anteriores quedaé y tenemosy filas, por lo que necesariamente hemos de repetir
algn niomero y se formaria un rectangulo.

Solucion del problema 15.SeanE y F los pies de las perpendiculared &' desdeB
y D, respectivamente. Hay que demostrar gue F'.
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Por hipotesis tenemos que3? — BC? = AD? — DC? y por el teorema de Pitagoras
tenemos que,

AB? — BC? = (AE? + EB*) — (BE? + EC?) = AE* — EC?
= (AE + EC)(AE — EC) = AC(AC —2EC).

Analogamente obtenemos gqdé? — DC? = AC(AC —2FC), luego,AC —2EC =
AC — 2FC y concluimos quer = F.

Solucion alternativa. ComoZAOD + ZCOD = 180°, sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que

ZBOC = ZAOD =60 <90° y LAOB = ZCOD = 180° — 0 > 90°.

A

C B

De la desigualdad de Pitagoras (ver en el apéndice el ifeoid) se sigue que,

AO? + DO?> > AD?,
BO? +C0O? > BC?,
AO? + BO* < AB?
CO*+D0O?* < (CD?,

donde, en todos los casos, tenemos la igualdad si y séle-gi0°. Entonces,

AD?*+ BC* < (AO® + DO?) + (BO* +CO?)
(A40? + BO?) + (CO? + DO?)
< AB?*+4CD?,

donde la igualdad se da si y solofsi= 90°. Dado que, por hipbtesis, tenemos que
AB?% + CD? = BC? + AD?, entonced = 90° y AC es perpendicular 8D.

Solucibn del problema 16.Hagamos dos listas con los nUmetos, . ..,a + b, de la
siguiente manera:
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1 2 b b+1|b+2|...|b+a
a+1l|a+2)|---|a+b 1 2 a

En el arreglo hay. + b columnas y cada entero del conjufio 2, . . ., a+ b} aparece
veces en la tabla. También cada uno de los niUmerdsaferece veces en el arreglo

y estos ocupan mas det b lugares. Luego debera haber una columna cuyos nimeros
pertenecen &, y para tales nimeros su diferencia es clarameité.

Solucion del problema 17.SeanO el circuncentro d€, G el pie de la perpendicular
de A sobreEF' y H el punto donde se cortafiD y BE. Los triangulos rectangulos
OBH y EGH son semejantes por tener el anghlmpuesto por el vértice.

Luego,
/FEB = /HOB. (1)

Por ser ciclico el cuadrilaterBC E'F' (ver en el apéndice la definicibn 24 y el teore-
ma 25), tenemos que
/FEB = /FCB. (2)

Y en el cuadrilatero ciclic@C AB se tiene,
1
£DCB = ZDAB = 5 /DOB. (3)

Luego de (1), (2) y (3) se sigue queDCB = %AFCB, por lo queC'D es bisectriz
del angulo/ FCB.
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Solucion del problema 18.Consideremos la ecuaci@ = a? — b2. En lo que sigue

demostraremos que para cualquier naturaliempre es posible encontrar naturales
y b tales que la satisfacen.

Para encontrar una solucion de la ecuacidr= (a + b)(a — b) podemos resolver el
siguiente sistema de ecuaciones,

a+b = n?
a—b = n.

Si sumamos ambas ecuaciones, obtenemo2que n? + n, de donde se sigue que
— 21 'nor lo ques es un niimero natural. Restandolas, obtenethes n® — n,

por lo queb = @ gue también es un numero natural. Con esto queda prolb&do q

el cubo de cualquier natural se puede expresar como la niifierde dos cuadrados y

sblo faltaria probar que alguno de ellos es multipl®@de

Comon — 1, ny n + 1 son nlmeros consecutivos, alguno de ellos debe ser ihlltip

de3. Sin fuera el maltiplo de3, entonces tanta? comob? serian mltiplos dé. Si

sucede ques — 1 es el miltiplo de3, entonces? seria maltiplo ded. Por (ltimo, si

n+1 fuera el miltiplo de3, entonces? seria multiplo d&®. En cualquier caso tenemos

que alguno de los dos? 6 b2, tiene que ser multiplo d&

Solucion del problema 19.Consideremos la siguiente figura donde todos los segmen-
tos tienen longitud y supongamos que ninguno de los segmentos que la forman tiene
extremos del mismo color.

>'<

AN

P Py
Es evidente que los puntdy, P, y P; deben ser de colores disitintos. Observemos
también, quePs no puede tener el mismo color qéig, ni el mismo quePs, por lo
que se concluye qui; debe tener el mismo color qug. Siguiendo un razonamiento
analogo corPy, Py, Ps y P;, llegamos a la conclusion de qig y P; tienen el mismo
color. Lo anterior nos lleva a una contradiccion, péey P tendrian el mismo color
(el de ;). Es asi, que en esta figura (y por lo tanto en el plano) delséresd menos
un segmento (de longituld con extremos del mismo color.

Solucion del problema 20.0bservemos primero que todo entero> 3 satisface
la desigualdach!'/™ > (n + 1)%/(»*+1)_ En efecto, si elevamos ambos lados de esta
desigualdad a la(n + 1), obtenemos la desigualdad equivalemte® > (n + 1)" la
cual se sigue al desarrollgt + 1)" (se deja de ejercicio al lector). Luego, tenemos que
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31/3 > 41/4 > 51/5 > ... dedonde® > z¥ > z* siy > 3. Por lo tanto, la ecuacion
¥ + y* = 2* no tiene solucion sy > 3. Comol < z < y, los valores posibles para
(xz,y) son(1,1), (1,2) y (2,2). En el primer caso, tenemos que= 2. En los otros
casos, las ecuaciones correspondientes son:

1+2% = 2z,
44927 = 22

La segunda ecuacibn no tiene solucion ya ge> z. La tercera ecuacién tampoco
tiene solucion debido a qu¥ > 22 siz > 4y laterna(x,y,2) = (2,2,3) no es
solucion de la ecuaciar¥ + y* = z*. Por lo tanto, la ecuacion original tiene la nica
solucibnz =1,y =1,z = 2.



Problemas propuestos

Problemas propuestos.
Afio 2011 No. 2.

Tzaloa, mas que una simple revista, es el medio de comumicde una comunidad
muy participativa, en la que todos compartimos la pasigriggomatematicas y disfru-
tamos al superar los retos que presentan los problemas®&@empre nos sentiremos
orgullosos de publicar tu trabajo y nunca dejaremos de mazorel gran talento de to-
dos nuestros lectores.

Como en cada nimero, a continuacién proponemds weblemas que necesitaran la
participacion de todos para encontrar soluciones ciEsativelegantes. Recuerda que
ahora tienes mas tiempo para enviarnos tu trabajo. Lagieaks a los problemas
propuestos en este nUmero se publicaran en Tzaloa N{imAfm 2012.

Recuerda que nuestra direccion electronica@si st aomm@nai | . comy que a
través de ella esteremos recibiendo todas las contribesique nos lleguen desde
cualquier rincon del pais.

Problema 1.(Principiante) ¢ Cuantos cuadrados hay tales que susauatices estan
entre los siguientes puntos?

Problema 2. (Principiante) ¢ Cual es el diametro del siguiente ¢ircsi se sabe que
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AC =24e¢cmy BC = BA=20cm?

Q

20

20

Problema 3. (Intermedio) ¢ Cual es la suma de los maximos divisoregipsale los
numeros del al 100? (Nota: Un divisor propio de un entero positizees un divisor
que no esigual a.)

Problema 4. (Intermedio) El puntod esta en el interior de un angulo con vértice
Un rayo de luz que se emite desde el puaAtincide en un puntd de uno de los lados
del angulo y se refleja para incidir en un puntalel otro lado del angulo, para final-
mente ser reflejado de regresd aSi se cumplen las leyes oridinarias de la reflekjon
demuestra que el circuncentro del triangB6' M esta sobre la rectdM .

Problema 5.(Avanzado) Determina todos los enteros positivos, p, ¢ y r tales que,

a”—1=(a? —1)(a?—=1)(a" - 1).

3Segin las cuales cuando un rayo incide en una superficie, ptenangulos de incidenciéy() y relexion
(02) son igualesf; = 62).
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Soluciones a los problemas propuestos.
Afo 2010 No. 3.

A continuacion publicamos las soluciones de los problepnapuestos de Tzalog
afo2010. Es importante mencionar que en esta ocadi@e lass soluciones que pre-
sentamos fueron enviadas por nuestos lectores. Lo ante@sata mucho gusto porque
nunca antes habiamos tenido tanta participacion. Eswergue en el préximo nUmero
la participacion siga incrementandose, que todas lasissles que se publiquen sean
elaboradas por los lectores y que, de entre ellas, alguriaysea

Problema 1. (Intermedio) Considera la suma, la diferencia positivggreducto y el
cociente mayor qué de dos enteros positivos distintos. Si al sumar los cuatultee
dos obtiened50, determina los dos nimeros.

Solucion de Francisco G®mez Herrandez.Supongamos quey b son esos numeros
y quea < b. Entonces, los cuatro nimeros que sum&ihson:b + a, b — a, aby g

Despejand(él’— obtenemos,
b
—=450—ab— (b—a)— (b+a) = 450 — ab — 2b.
a

Notemos que el lado derecho de esta igualdad es un entercndtequeg es entero,
digamosg = t. Luego,b = at para algiin entero positivo(puesa y b son positivos).
Sustituyendo,

b b
(b4+a)+(b—a)+ab+ — =2b+ab+ — = 2at + a’t +t = t(a + 1) = 450.
a a
Comoa es un entero positivo, tenemos gue+ 1)? es un cuadrado mayor quey
divide a450 = 2 - 3% - 52. Luego,(a + 1)? = 9,25, 0 225.
» Si(a+1)2=9,entonces + 1 =3ya=2.Luego,t = 4% =50y b= 100.
» Si(a+1)?=25,entonces +1 =5y a = 4.Luego,t = % =18y b="T2.
. 450
= Si(a+1)% =225,entonces+1 =15y a = 14. Luego,t = 552 =2y b = 28.
Por lo tanto, las soluciones s¢m b) = (2,100), (4,72) y (14, 28).

El problema 1 también lo resolvieron Luis Camilo Castillelédano, Luis Eduardo
Garcia Hernandez y Noé Mufioz Elizondo.

Problema 2.(Intermedio) En un tablero de23 renglones y123 columnas, cada casilla
es pintada de rojo o0 azul de acuerdo con las siguientes Gondgc

1. Cada casilla pintada de rojo que no esté en el borde detdeiene exactamente
5 casillas azules entre s@gasillas vecinas.
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2. Cada casilla pintada de azul que no esté en el borde dilddiene exactamente
4 casillas rojas entre sigscasillas vecinas.

Determina el nimero de casillas pintadas de rojo en elr@ble

Solucion de Luis Camilo Castillo Toledano.Demostraremos que la cantidad de casi-
llas rojas en el tablero efsx 412.

Observemos primero que3 x 123 = 3% x 412. Dividamos el tablero en1? subta-
bleros de3 x 3 y analicemos qué sucede en cada uno de ellos. Si la casilabde un
subtablero d8 x 3 esté pintada de azul, entonces a su alrededod ltagillas rojas.
Luego, en dicho subtablero, halirgasillas azules y casillas rojas. Por ejemplo,

A|lR|A
R|A|R
A|lR|A

Ahora, si la casilla central de un subtablero3de 3 esta pintada de rojo, entonces a
su alrededor habracasillas azules, y por lo tanto en dicho subtablero halwesillas
azules y casillas rojas. Por ejemplo,

AlAA
A|lR|A
R|R|R

Por lo tanto, sin importar de que color esté pintada laleasiintral de cualquier sub-
tablero de3 x 3 siempre hay casillas azules y rojas. Como hay1? subtableros de
3 x 3, tenemo$ x 412 casillas azules ¢ x 412 casillas rojas.

Problema 3. (Intermedio) Demuestra que si en un triangulo de &eh producto de
las longitudes de dos de sus medianas es ig@,aentonces dichas medianas son
perpendiculares.

Solucion de Luis Camilo Castillo Toledano.SeanB’ y C’ los puntos medios de los
ladosAC' y AB, respectivamente. Sda el baricentro del triangulal BC' y seaF el
pie de la altura trazada desfesobre el segment6C’. Demostraremos qué = D.
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c' B’

B C

Como las medianas de un triangulo se cortan en el baricentrazor : 1, tenemos
que el segment® D mide el doble que el segmen®I D, y el segment@ D mide el
doble que el segmentd’ D. EscribamosBD = 2z y CD = 2y, dondex = B'Dy
y = C'D. Denotaremos pdtABC) al area de cualquier triangulbBC. Tenemos por
hipotesis qué ABC) = S'y

BB -CC' = gs. (4)

SustituyenddBB’ = 32y CC’ = 3y en (4), obtenemosS = 9zy de dondes = 6.
Por otra parte, com@” es punto medio dd B, tenemos quéCC’' B) = % Calculando
(CC'B) por el ladoC'C” tenemos también qUE'C’ B) = C<ZBE | uego,C<BE —
% ydeaquiCC’-BE = 3y-BE = S. ComoS = 6zy, obtenemos qu&y- BE = 6xy

y porlotantoBE = 2x. Asi, BE = BDycomoZCEB = 90°, se sigue qué&’ = D,
como queriamos demostrar.

El problema 3 también lo resolvid Luis Eduardo Garciartdedez.

Problema 4. (Intermedio) Sea un nUmero real que satisface la ecuacinr- l% =
p? — 2, dondep es un nimero primo. Demuestra que para todo enteebvalor de la
expresione™ + :,%n es un nimero entero y calcula su valor en funciép.de

Solucion. Considerando que

) =t 12 () 4 =t 42
y comoz? + L = p? — 2, tenemos quéz + %)2 = p? — 2+ 2 = p?, de donde se
sigue que

1
r+—=4p. (5)
X
Ahora, para todo entere definimosf(n) = ™ + I% y probaremos por induccion

fuerte! que f(n) siempre es un entero. Es claro gfie-n) = f(n), por lo que bas-
tara hacer la prueba para el case 0.

4ver en el apéndice
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= Caso baser = 0.- En este caso el resultado es inmediato toda vez que
)=+~ —14+1=2 6
fO)=a"+5=1+1=2. (6)
= Caso baser = 1.- En este caso se sigue de (5) donde se probb que
1
f(l)::c—i—;:ip. (7
= Caso basen = 2.- Por hipotesis,
1
f@Q) =+ 5 =p"-2. (8)
X

= Hipotesis de inducddn.- Sean > 3 y supongamos que para todo< k& < n,
f(k) es un entero.

= Paso inductiva- Demostraremos entonces gfie:) es un entero.
Como,
(@ + ) (4 2) =2 a7 ket

x

tenemos que,

fn=1)f(1) = f(n)+ f(n - 2),
de donde se sigue,

fn)=fn=1)f1) = f(n—-2), (9)
es entero.

Por lo tantogz™ + IL” es un entero para todo entero

Ademas, dado el caracter constructivo de la demosmaaniftese que el conjunto de
ecuaciones (6), (7), (8) y (9) definen a la funcion recurgivenisma que, para todo
enteron, permite calcular de manera efectiva el valontie+ :,%n

Problema 5.(Avanzado) Determina todos los enteros positivgsh tales que

b%a

a+b

sea un nimero primo.

Solucion de Luis Eduardo Garcia Hernandez.Seara y b enteros positivos tales que
% = pes un numero primo. Seizel maximo comin divisor dey b. Entonces, pode-
mos escribie = dx, b = dy conz, y enteros positivos primos relativos. Sustituyendo
tenemos que,
b2a _ d3zy? _ d?zy? _
at+b dx+y az+y T
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Comoz, y son primos relativos, también lo sghy = + y. Luego,% es un entero,
digamos que;% = t. Entoncesty? = p. Comop es primo, debe suceder qgtie- 1y
y? = p, 0 bient = py y? = 1. En el primer caso, tendriamos que- /P, lo cual no
puede ser. Luega? = 1y se sigue qug = 1. Sustituyendo obtenemos qug% =p.

Ahora, comaz y = + 1 son primos relativos, tenemos qgféi es un entero y por lo
tanto,x =10z = p.

= Siz =1, entoncesl?> = 2py por lo tantop = d = 2. Luego,a = 2y b = 2.

» Siz = p, entonced? = p+1, esdecir(d+1)(d—1) = p. Luego,d+1=py
d — 1 = 1. Restando estas igualdades, se siguengaed y d = 2. Por lo tanto,
a=6yb=2.

Por lo tanto, las soluciones s@m b) = (2,2) y (6,2).
Solucion de Luis Camilo Castillo Toledano.Searna y b enteros positivos tales que

b%a

a—l—b:

P (10)

es un nimero primo. Multiplicando par ambos lados de esta igualdad obtenemos
(ba)? = a(a + b)p. Comop es primo y el lado izquierdo de esta igualdad es un cua-
drado, el facton(a + b) debe ser de la formgt”~1¢>¢ conr y ¢ enteros positivoss
entero no negativo y no maltiplo dep. Luego,(ba)? = p?"¢** de dondeab = p"q*.
Sustituyendo en (10) obtenemos dwéq® = (a + b)p de donder = b(p"~1q¢* — 1).
Haciendal = p"~!¢* —1y sustituyenda = bd en (10), obtenemos quib? —p) = p.
Comop es primo, tenemos que=10d = p.

= Sid = 1, entonce$? — p = p, es decirp? = 2p de donde se sigue qupe= 2y
a=b=2.

= Sid = p, entonce$? — p = 1, es decirp? = p+ 1y porlo tantop = 3,b = 2
ya=6.
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Problemas propuestos




Problemas y Soluciones del
Concurso Nacional 2010

Del 21 al 27 de noviembre de 2010 se llevo a cabo en Ensenagia(Blifornia, el
Concurso Nacional de 124> Olimpiada Mexicana de Matematicas, con la participa-
cion de todos los estados de la Repiblica. Los 16 alumnuadgaes del primer lugar
fueron:

Flavio Hernandez Gonzalez (Aguascalientes)
Karina Patricia De la Torre Saenz (Chihuahua)
Enrique Chiu Han (Distrito Federal)

Jorge Garza Vargas (Distrito Federal)

Fernando Serrano Crotte (Distrito Federal)
Jorge Ignacio Gonzélez Céazares (Jalisco)

Adan Medrano Martin del Campo (Jalisco)
Manuel Alejandro Espinosa Garcia (Michoacan)
Maria Natalie Arancibia Alberro (Morelos)
Georges Belanger Albarran (Morelos)

Daniel Perales Anaya (Morelos)

Fernando Josafath Afiorve Lopez (Nuevo Lebn)
Angel Adrian Dominguez Lozano (Nuevo Lebdn)
Diego Alonso Roque Montoya (Nuevo Lebn)
José Nain Rivera Robles (Querétaro)

José Ramon Guardiola Espinosa (San Luis Potosi)

Los 8 alumnos preseleccionados para la Olimpiada Mateendd Centroaméricay el
Caribe fueron:

Angel Adrian Dominguez Lozano (Nuevo Lebdn)
Adan Medrano Martin del Campo (Jalisco)
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Enrique Chiu Han (Distrito Federal)

Joshua Ayork Acevedo Carabantes (Guanajuato)
Juan Carlos Ortiz Rhoton (Jalisco)

Zyanya Irais Martinez Tanahara (Baja California)
Gustavo Humberto Vargas de Los Santos (Campeche)
Edson Gabriel Garrido Vargas (Yucatan)

Aunqgue la participacion en el Concurso Nacional es indigldes importante destacar
la labor que han llevado a cabo los estados de la RepUblayeaado a sus concursan-
tes. Con el proposito de reconocer este trabajo, presestahnegistro de los estados
que ocuparon los primeros 10 lugares en el Concurso Nadaienkd24* Olimpiada
Mexicana de Matematicas.

1. Morelos
2. Nuevo Lebn
3. Jalisco

4. Distrito Federal
5. Chihuahua

6. Guanajuato

7. Yucatan

8. Aguascalientes
9. Sonora

10. Querétaro

En esta ocasion, el premio a la Superacion Académicas®I|Copa Ing. Dagoberto
Cruz Sibaja” y fue ganado por Guanajuato. El segundo y tercer lugar depsimio
lo ocuparon, Nuevo Lebn y Nayarit, respectivamente.

A continuacion presentamos los problemas y las solucideé€oncurso Nacional
2010. Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatro horasiamwedh una para resol-
verlos.

Problema 1.Encuentra todas las ternas de nUmeros natufalésc) que cumplan la
ecuaciorubc = a + b+ ¢+ 1.

Solucion de Flavio Hernandez Gonalez.Supongamos sin pérdida de generalidad que
a < b < ¢, yquelaterna de nimeros naturalesh, c) cumple queibc = a+b+c+1.
Entoncesa(bc — 1) = b+ c+ 1, luegobc — 1 | b+ ¢+ 1, perobc — 1 > 0, entonces,

be—1 < b+e+1,
bc—b—c < 2,
bc—b—c+1 < 3,
b-—1(c-1) < 3.

Sabemos qué > 1. Sib = 1, entonces, coma < b, tendriamos: = b = 1,
de donde obtendriamos una contradiccion. Por lo tdnte, 2, entonces(c — 1) <
(c—=1)(b—1) < 3, de donde¢ < 4. Veamos todas las posibilidades.
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= Sic = 2, entonce$ = 2, luego sustituyendo en la ecuacion obtenemes 2,
que es una contradiccion.

» Sic =3, entonceg(b — 1) < 3, perob > 2, luegob = 2. De aqui quer = £,
lo cual es una contradiccion.

= Sic =4, entonces(b— 1) < 3,de dondé < 2. Luego,b =2ya = 1.
Por lo tanto, la nica solucibn es=1,b =2y c =4.

Problema 2.En cada casilla de un tablero dex n hay un foco. Inicialmente todos
los focos estan apagados. En un paso, se permite cambsaébale todos los focos
en una fila o de todos los focos en una columna (los focos ptesdie apagan y los
focos apagados se prenden).

Muestra que si después de cierta cantidad de pasos hay uas fooos prendidos
entonces en ese momento hay al menéscos prendidos.

Solucion de Georges Belanger Albaran. Pintemos el tablero con las coloresl,
2,...,n, de la siguiente manera: La primera casilla de la coluiagintamos con el
colori, y las casillas siguientes las pintamos con los colbre$,i +2,...,i+n—1
modulon. En la siguiente figura se ilustra el case= 6.

ROl WIN

N[O~ W

wliNn|FRP|OOTO D>

olu|lbh|lw|N]|F
NlW[IN|FR|[O]|o
G |W|IN|R|OD

Esta coloracion tiene exactamente una vez cada coldralet en cada fila y en cada
columna, con lo que aseguramos que por cada paso que hagactassamnos exacta-
mente un foco de cada color.

Por lo tanto, si en algin momento hemos hecho un nimeraridgpasos, entonces
hemos afectado un nimero impar de veces a cada color y esttene que haber un
foco de cada color que hayamos afectado un nUmero imparogs,we como al prin-
cipio todos estaban apagados, entonces ese foco tienetquerendido. Por lo tanto
hay un foco de cada color prendido y entonces hay al mefriosos prendidos.

Ahora, si hemos aplicado un nimero par de pasos, consigéraf@co que esté pren-
dido. Si ignoramos los pasos aplicados a su fila y su columaaes ignorando un
numero impar de pasos (porque el foco esta prendido).dP@nto, en el tablero de
(n — 1) x (n — 1) que nos queda, hemos hecho un nimero impar de movimientos,
por lo que por el caso impar ese tablero tiene al menesl focos prendidos, y en
consecuencia el tablero completo tiene al menféxos prendidos.
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Problema 3.SearC; y C, dos circunferencias tangentes exteriormente en un pinto
Se traza una recta tangent€;aen B y secante &; enC'y D; luego se prolonga el
segmentad B hasta intersecar@ en un puntas. Seal’ el punto medio del arc6’D
sobreC, que no contiene &'y seaH la interseccion dé3 F' conCs. Muestra quel' D,
AF'y EH son concurrentes.

Solucion de Jorge Garza VargasPrimero demostraremos un resultado auxiliar.

Lema. SeaABC un triangulo y sed” su circuncirculo. Seéala tangente d" en el
puntoA. Sily BC son paralelas, entoncds” = AB.

Demostracbn del Lema.SeaP € [ del otro lado deB respecto &C. Comol 'y BC

son paralelas, tenemos qd® AC = ZAC B. Ahora, comd es tangente B, tenemos
que/ZPAC = ZCBA. Luego,Z/ACB = ZCBAYy por lo tantoAC = AB.

Regresando al problema, s@é& el punto de interseccion d€D y EF, y seal la
tangente &, por . Es un hecho conocido quediy Co son tangentes es, entonces
A es el centro de homotecia dey C.

Seal’ la recta que determinan los punt@y D, y seaH la homotecia que manda’a
enCs.

Gy

Tenemos entonces qiiemanda aB enE (puesB € Cy, £ € C2 y EB pasa potd) es
decir, By E son homologos. Por lo tanté] manda d’ enl ya quel’ y [ son tangentes
a circunferencias en puntos homoélogos. Como en toda tianation homotética una
recta se mapea en otra paralela a ésta, concluimokygtison paralelas.

Ahora, comoCD y [ son paralelas, y ademégs tangente &, aplicando el Lema
anterior se sigue quED = EC. Ademas tenemos q@? = FT), lo que implica
queCF = FD. Luego, los triangulo§’'F'D y CED son isbsceles, y de aqui tenemos
queEF es mediatrizd€’D. Luego,E F pasa por el centro d& y por lo tantoE' F' es
diametro d&C,. En consecuencia,FAE = /EHF = 90°, es decirAF'y EH son
alturas del trianguld’ F' B. Finalmente, com® D y E'F son perpendiculares, tenemos
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gue BM también es altura del triangulB F' B, y como las alturas de un triangulo
concurren, se sigue queH, AF'y BM son concurrentes.

Solucion alternativa. Puesto que los angulos opuestos por el vétiantre la recta
BFEy latangente comin@ y C, por A son iguales, los arca$B y AE son también

iguales. LuegoZ2-AC — /ERD = AB — AE _ EC_AC (e dondeC' = ED.
Ademas, comd’ es el punto medio del arcf@, EF es un diametro dé;, CD es
perpendicular & 'y /EAF = ZEHF = 90°. Por lo tanto,CD, AF y EH son

alturas del triangul@ E'F' y concurren.

Problema 4.Sean un entero positivo. En una cuadriculaxde< 4, cada renglon es

igual a
[2]0]1]0]

Un cambioes tomar tres casillas
(a) consecutivas en el mismo renglény
(b) con digitos distintos escritos en ellas

y cambiar los tres digitos de estas casillas de la sigureateera:

0—-1, 1—2 2—=0.

Por ejemplo, un renglon2 | 0 [ 1 | 0 | puede cambiarse al renglpn [ 1 [ 2] 0 |
pero no al rengl0h2 112 ﬂ pues0, 1y 0 no son distintos entre si.

Los cambios se pueden aplicar cuantas veces se quierarafglaenes ya cambiados.
Muestra que para < 12 no es posible hacer un nimero finito de cambios de forma
gue la suma de los nimeros en cada una de las cuatro colueanliasmsisma.

Solucion de Jorge Garza VargasObservemos primero que no importa el nUimero de
cambios que se hagan los nUmeros en un renglén siemrelsé: 1, 2, en algln or-
den. Ahora fijemonos en las dos casillas del centro, es,deside la segunday tercera
columna. Como en cada cambio se tom3atasillas consecutivas y sblo haycasi-
llas por renglon, siempre se elegiran las dos del cenabieddo esto, veamos cuales
son los posibles nimeros que pueden tener las dos casll@emtro. Comienza en

0 [ 1], después de un cambio obtenernog 2 |, después de otro cambio tendremos

2 [0 ]y después de otfo0 | 1 ] por lo que a partir de aqui se ciclara. Por lo tanto,
las dos casillas del centro pueden ser de tres folnte1 | [ 1 [2][2]0 |

Supongamos que una cuadriculadde n se puede cambiar para que las cuatro co-
lumnas tengan sunia Entonces, la suma de todos los nimeros en la cuadricdla es
Por otro lado, como en cada renglon se tienen los nintefbg, 2, la suma de los
nimeros en cada renglon es igud,gor lo que la suma de todos los nimeros en la
cuadricula e8n. Luego,4k = 3n de donde se sigue qde| n pues3 y 4 son primos
relativos.
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Seaz la cantidad de renglones en donde las dos casillas del cemtrde la forma
, sear; la cantidad de renglones en donde las dos casillas del cgorirde la
forma, y seazx- la cantidad de renglones en donde las dos casillas del centro
son de la form@2 [0 | Como[ 0 [ 1],[1]2]y[2]0]son las Gnicas opciones,
tenemos queg + z1 + x2 = n. Ademas, por la manera en que definimgsxz; Y x2,

la suma de los nUmeros en la segunda columiegs- 11 + 2z = x1 + 222, Y la
suma de los nimeros de la tercera columnagst 221 + 0zs = xg + 221. Entonces,
k = x1 + 2z = x¢ + 221 de dondxy = xg + 1. Luego,n = xg + 21 + 22 =
2x9 4+ 29 = 3xa y asi3 | n.

Concluimos entonces que 4 = 12 divide an y asi,n > 12. Por lo tanto, sh < 12
no es posible que con un nimero finito de cambios se llegue lgeuatro columnas
sumen lo mismo.

Problema 5.SeanABC' un triangulo acutangulo coAB # AC, M el punto medio
de BC'y H el ortocentro deABC. La circunferencia que pasa pBr H y C corta a
la medianad M en N. Muestra qu&Z AN H = 90°.

Solucion de Georges Belanger Albaran. Llamemos@ y R a las intersecciones de
BH y CH con los ladosAC' y AB, respectivamente,  y E a las intersecciones de
BNy CN conAC'y AB, respectivamente.

Primero probaremos que el cuadrilatet@ N D es ciclico. Observemos que el cua-
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drilateroARH @ es ciclico, debido a quéH RA+/ZHQA = 90°+90° = 180°, por lo
tanto/RAQ+ ZRH(Q = 180°. También observemos queRHQ = /BHC, por ser
opuestos por el vértice; BHC = ZBNC porque el cuadrilater® H NC' es ciclico,
y /BNC = ZEN D, por ser opuestos por el vértice. Por lo tart&;ND = ZRH(Q
yentonce¥ END + /EAD = ZRHQ + ZRAQ = 180°, por lo queAEN D es un
cuadrilatero ciclico como queriamos.

Ahora probemos qué& D es paralela &BC. Vemos que las cevianasM, BD, CE
concurren enV, luego, por el teorema de Ceva, tenemos &fie- 42 . BM — 1,
peroZ2 — 1 debido a que\/ es el punto medio dBC. Por lo tanto, 85 - 42 = 1,
es decir,% = g—g. Luego, por el teorema de Thales tenemos ffjue¢ y BC' son
paralelas como queriamos.

Para concluir notemos que como el triangBIQC' es rectangulo, con angulo recto en
Q, entoncesQBC + ZQCB = 90°. Pero/QBC = /H N FE, porque el cuadrilatero
BHNC es ciclico,/BCQ = ZEDA, porqueDFE es paralela &8C,y /ZEDA =
/ANE, porqueAEN D es un cuadrilatero ciclico. Por lo tantbANH = ZANE +

/ENH = /QCB + ZQBC = 90° como queriamos demostrar.

Problema 6.Seanp, ¢, » nimeros primos distintos. Muestra quegi divide a

(pg)" + (gr)? + (rp)* — 1

entoncegpgr)? divide a

3((pg)" + (gr)? + (rp)? = 1).

Solucion de Jorge Garza VargasSin pérdida de generalidad supongamos gue
q > r.VVamos a encontrar todas las ternas de nimeros p(imgs-) que cumplan que
par | (pq)” + (¢r)? + (rp)? — 1. Sea(p, ¢, r) una terna que cumple lo anterior. Como
p| (pg)" yp| (rp)?, tenemos que | (¢r)? — 1, es decir(gr)? = 1 (mod p). Por
otro lado, por el pequefio teorema de Fermat, tenemog§gife= ¢gr (modp). Luego,
gr =1 (modp), es decirp | gr— 1. Andlogamente, tenemos quérp—1yr | pg—1.
Entoncespq + pr + qr — 1 es divisible entre, ¢ y r, asi quepg + pr +qr — 1 =
0 (modpgr), de dondepgr + 1 < pq + pr + qr.
Demostraremos que = 2. Supongamos que > 3. Ya quepg > pr Yy pq > qr,
tenemos que,

pqr+1 > pqr > 3pq > pq + pr + qr,

lo cual es una contradiccion. Por lo tantos 2.

Sustituyendo tenemos q8gq | 2¢ + 2p + pg — 1, luegopq | 2(p + ¢) — 1, de donde
pg+1<2(p+q).

Demostraremos ahora qge= 3. Supongamos que > 5, entoncesq + 1 > pg >
5p > 2(p+q), lo cual es una contradiccion. Por lo tanjes= 3. Si volvemos a sustituir
obtenemos quép | 5 + 5p, luego6p < 5+ 5py asip < 5. Comop es primo y
p > q = 3, concluimos que = 5.

Por lo tanto, s{p, ¢, ) cumple que > ¢ > r son numeros primos tales que- divide
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a(pq)” + (qr)? + (rp)? — 1, entonce® =5,g =3y r =2,
Si demostramos qu'3323 | 3((5-3)? + (3-2)° + (2-5)® — 1) habremos terminado.

Observemos que,
23 | (15% —1)+6° 4 10°
3% | 157 4+6° 4 (10° - 1)
53 | (15% 465 — 1) + 103

Luego,533%23 | 152 + 6° + 103 — 1, de donde
533%23 1 3((5-3)* 4+ (3-2)° + (2-5)* — 1).



Olimpiadas Internacionales

XXIII Olimpiada de la Cuenca del Pacifico

Desdel991, los ganadores del Concurso Nacional participan anuaérenta Olim-
piada Matematica de la Cuenca del Pacifico, APMO, por glessen inglés. En Méxi-
co, el7 de marzo de este afo, se aplicd el examen de la XXIII OlidgpMatematica
de la Cuenca del Pacifico a los alumnos que en ese momentalfanparte de la pre-
seleccibn nacional. Dicho examen se califico en Méxiamsyl ) mejores examenes se
enviaron, para ser evaluados, al pais organizador qud&naession es Japon.

Los 10 mejores examenes fueron de los alumnos:

1. Daniel Perales Anaya.

Flavio Hernandez Gonzalez.

Diego Alonso Roque Montoya.
Georges Belanger Albarran.
Fernando Josafath Ahorve Lopez.
Adan Medrano Martin del Campo.
Joshua Ayork Acevedo Carabantes.

José Nain Rivera Robles.

© © N o g M 0N

Angel Adrian Dominguez Lozano.

=
o

. Juan Carlos Ortiz Rhoton.

A continuacion presentamos el examen de la XXl Olimpiddda Cuenca del Pacifi-
co. Los alumnos tuvierof horas para resolverlo.

Problema 1. Seana, b, ¢ enteros positivos. Muestra que es imposible que los tres
numerosi? +b+c, b> +c+ay c¢® +a+b sean cuadrados perfectos al mismo tiempo.
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Problema 2.Considera cinco puntad,, A, As, A4, A5 en el plano de tal forma que
no haya tres colineales. Determina el valor maximo posjbke puede tomar el valor
minimo entre los angulasA; A; A, dondei, j, k son enteros distintos enttey 5.

Problema 3.SeaABC' un triangulo acutangulo canBAC = 30°. La bisectriz inte-
rior y la bisectriz exterior del anguld A BC intersectan a la rectdC en B, y Bs, res-
pectivamente. La bisectriz interior y la bisectriz extedel angula/ AC B intersectan
ala rectaAB enC; y (5, respectivamente. Suponga que los circulos con diametro
BBy y C1C5 se intersectan dentro del trianguld3C' en el puntoP. Muestra que
/BPC = 90°.

Problema 4.Sean un entero positivo impar fijo. Considera + 2 puntos distintos
Py, P1, ..., Ppy1 (dondem es un entero no negativo) en el plano cartesiano, de tal
manera que las siguientes tres condiciones se satisfacen:

1) Po = (0,1), Ppy1 = (n+ 1,n), y para cada enterg 1 < i < m ambas
coordenadas, y de P, son enteros entrey n, (1 y n, inclusive).

(2) Para cada enterp 0 < i < m, P;P;;1 es paralelo al eje sii es par, y es
paralelo al ejg sii es impar.

(3) Para cada parj con0 <i < j < m, los segmento®; ;1 y P; Pj+1 compar-
ten a lo mas un punto.

Determina el maximo valor posible que puede tomar.

Problema 5. Encuentra todas las funciongs: R — R, dondeR es el conjunto de
todos los nlUmeros reales, que satisfacen las siguiensesoddiciones:

(1) Existe un nimero redl tal que para cada nimero realse cumplef (x) < M.

(2) Para cada par de numeros realgsy, se cumple que

fxf(y) +yf(x) =xf(y) + f(zy).
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XXV Olimpiada Iberoamericana

Del 19 al 29 de septiembre de 2010 se llevo a cabo la XXV Old@iberoamericana
de Matematicas en Asuncion, Paraguay. La delegacioncarex estuvo integrada por
los alumnos: Irving Daniel Calderén Camacho (Estado dgiéé, Flavio Hernandez
Gonzélez (Aguascalientes), Daniel Perales Anaya (Ms}sidanuel Enrique Dosal
Bustillos (Chihuahua). El alumno Irving Daniel obtuvo miglale oro, los alumnos
Flavio y Daniel obtuvieron medalla de plata, y Manuel Eneaqbtuvo medalla de
bronce. En esta ocasion, México obtuvo el tercer lugantiedos 21 paises que par-
ticiparon.

A continuacion presentamos los problemas con sus solesida la XXV Olimpiada
Iberoamericana. Los alumnos tuvieron dos sesiones deoduatas y media cada una
para resolverlos.

Problema 1.Se tienen diez monedas indistinguibles puestas en lieesal® que dos

de ellas son falsas y ocupan posiciones consecutivas ereta Para cada conjunto de
posiciones, se puede preguntar cuantas monedas faldéeneo Es posible determi-
nar cuales son las monedas falsas efectuando Unicamestéedestas preguntas, sin
conocer la respuesta de la primera antes de formular la dagun

Solucion de Irving Daniel Calderon Camacho.Si se puede. Sean;, Ms, . .., Mg
las monedas, acomodadas en ese orden. Vamos a pregumtasananedas falsas hay
en los conjuntosd = {Ma, M3, My, M5, M1o} Yy B = {My, My, Ms, Mg, My}. En

la siguiente tabla ponemos las monedas falsas y las reapupst obtendriamos a la
pregunta anterior.
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Monedas falsas Monedas falsas eA | Monedas falsas eB
M, M, 1 2
Moy, Ms 2 2
Ms, My 2 1
My, Ms 2 0
Ms, Mg 1 0
Mg, M~ 0 0
My, Mg 0 1
My, My 0 2
Mg, M10 1 1

Como para cada posible posicion de las monedas falsaseohtsruna respuesta tinica,
podemos determinar siempre cuales son las monedas falsas.

Problema 2.Determinar si existen nimeros enteros positivgs tales que todos los
términos de la sucesion definida pgr= 2010, 2o = 2011,

Tnt2 = Tp + Tntl + 0/ TpTpi1 +b, n > 1,

sean enteros.

Solucion de Irving Daniel Calderon Camacho.Vamos a demostrar que = 2 y

b = 2011 funcionan. La demostracion de que todos los términos dedasionz,,)

son enteros positivos se hara por induccion fuerte. Camse He induccion tomaremos
n = 3 yaquexr; = 2010 y zo = 2011 son enteros positivos por hipotesis. Tenemos
que,

T3 = x1+ 22+ 2vVx120 + 2011
2010 + 2011 + 2\/(2010)(2011) + 2011

4021 + 2v'20112 = 4021 + 2(2011).

Entonces, es claro qug es un entero positivo. Supongamos ahoraxgues un entero
positivo paratodg € {1,2,...,n} conn > 3. Demostraremos que, 1 €s un entero
positivo. Usando la recursion tenemos que:

Ty = Tp—1+ Tp_2+ 2\/17”,117”,2 + 2011.

Comozx,, y z,—1 + x,—2 SON enteros positivos (por hipotesis de induccion),rere
que2y/x,_1z,—2 + 2011 es un entero y en consecuengia,,_1x,—2 + 2011 tam-
bién es entero. Segx,,_1z,_2 + 2011 = m conm entero. Entonces,

Tp_1Tpn_o + 2011 = m? Y T =Tp—1+ Tn_2+2m.
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Luego:

Tptl = Tpo1+Tp+2y/Tp_17, + 2011

= Tp_1+x,+ 2\/zn,1(zn,1 + Xp—o + 2m) + 2011

= Tp_1+xn+ 2\/z72171 + (Zp—1Tp—2 + 2011) 4+ 2mz, 1

= ZTp_i+Tn+ 2\/307%_1 +m2 4+ 2mxp_1

= Tp-1t+tTn,+ 2 (wn—l + m)2
= $n71+zn+2(zn71 +m)7

de donde se sigue qug 1 €S un entero positivo, como queriamos demostrar.

Comentario: Se deja de ejercicio al lector demostrar que para 2 y b = 2011, la
sucesion(z,,) esta definida par,, = 2010F? + F,,_, paran > 1, donde(F),) es la
sucesion de Fibonacdy =0, Fy =1y F,, = F,,_1 + F,,_o paran > 2.

Problema 3.La circunferencid’ inscrita al triangulo escalenéBC es tangente a los
ladosBC, CAy AB en los puntod), E y F, respectivamente. La rectal” corta a
la rectaBC enG. La circunferencia de diamet@D corta al’ en R (R # D). Sean
Py@Q (P # R, Q # R) las intersecciones dBR y CR conT, respectivamente.
Las rectasBQ y CP se cortan enX. La circunferencia circunscrita@DFE corta al
segmentd@) R en M y la circunferencia circunscritaD F corta al segment® R en
N. Demostrar que las rect&s\/, QN y RX son concurrentes.

Solucion. Primero demostraremos ql% = g—g-

Consideremos el trianguld BC' y los puntosz, F'y E. Por el teorema de Menelao
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¢ H CE  AF _ —
(ver en el apéndice el teorema 21) tenemosgge 74 7g = 1. COmoAF = AF,

FB = DByYCE = CD entoncegZ = 2Z . Por lo tanto, el circulo de diametéaD
es el circulo de Apolonio dBC' (ver en el apéndice la definicibn 26).

Ahora demostraremos queX pasa por los puntos medios 8&€'y PQ.
ComoZR esta en el circulo de Apolonio d&C'y £2 = ZZ entonces, por el teorema
de la bisectrizR D es la bisectriz interna del anguaBRC.

Luego,

/PDB=/PRD =/BRD = /ZCRD = ZQRD = ZDPQ,

lo que prueba que las rect&s) y BC son paralelas. Entoncegg = g—g y, por el

teorema de Meneladit - % - BE = 1siy sblo siBT = TC, es decir,RX pasa
por el punto medio d&C, y siendoPQ y BC paralelos, por el punto medio de&Q
también.

Finalmente probaremos qué y N son los puntos medios dgR y PR, respectiva-
mente.

ComoD y E son puntos de tangencia, los anguas DIy ZCE1I son rectos, luego
el cuadrilateroC DI E es ciclico, es decit pertenece al circuncirculo del triangulo
CDE cuyo diametro e€'I. Como M pertenece a ese circuldCM 1 es recto, es
decir,IM es perpendicular @ R. PeroQR es una cuerda del incirculo del triangulo
ABC, luegoM es punto medio.

Analogamente]N es punto medio d@R.
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Ahora bien, observemos queM, QN y RX son las medianas del trianguitQ R y
se intersectan en su baricentro. Por lo tanto, son condasen

Problema 4.Las medias aritmética, geomeétrica y armonica de dosenésnenteros
positivos distintos son nimeros enteros. Hallar el meatonposible para la media
aritmética.

Si a y b son niUmeros positivos, sus medias aritmética, geotaéjriarmonica son
respectivamentet22, v/ab

2
1 1-
Taty

Solucibn de Manuel Enrigue Dosal Bustillos.Seanq, b los enteros positivos, con
a < b. También se@d = (a,b) el maximo comin divisor de y b, y seana = day y

b = dby, luego(ay, b1) = 1. Tenemos qué“’;—b) = w es entero. Por lo tantd,
0 a; + by tiene que ser par (1).

Comovab = /d2a1b, = dv/a1b; es entero, entoncega, b, es entero, luega, b, es
un cuadrado, y com(uy, b1 ) = 1, entonces tante; comob; son cuadrados (Il).

Ahora bien,l/ail/b = (jf})) = d%i’jrlfll) = iff’:jlfll es entero. Luegay,; + b, divide a
2day1by, pero(a; + b1,a1) = (b1,a1) = 1,y (a1 + b1,b1) = 1, entonces; + b1 no
tiene ningln factor en comdn canb;. Por lo tantoa; + b, divide a2d (l11).

Tomando en cuenta (1), (II) y (11I) hagamos los primeros cgsusibles. El primer caso
es tomar a; y b; lo menor posibles. Como se debe cumplir (1) ¥ b, seam; = 1

y b1 = 4. Entonces por (ll1)5 divide a2d, y por (I) como5 es impar, entoncestiene
gue ser pary lo menor que puede g&s10. Luego, tenemos quét? = M =
196) — 95,

El segundo caso es tomandp= 1y b; = 9. Entonces por (Il);10 divide a2d y lo
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menor que puede sdres5, con lo que% = @ = 25.

Ahorasia; =1y b; > 16, entonces; +b; > 17,y por (lll) d > ‘“T“’l = 177 Luego,

d > 9 con lo quettt = dleath) > 917 o5

Finalmente, sii; > 1, entonces por (Ii; > 4y by > 9, de dondey; + b; > 13.
13

Luego, por (1) se sigue qué > ‘“T“’l = <, entoncesl es al meno§ y por lo tanto

a+b 7x13 ni +b
5~ > 5= > 25. Entonces el valor minimo pafg~ es25.

Problema 5.SeaABC D un cuadrilatero ciclico cuyas diagonalé€'y BD son per-
pendiculares. Seaf el circuncentro ded BC'D, K la interseccion de las diagonales,
L # O la interseccion de las circunferencias circunscritd34C' y OBD, y G la
interseccion de las diagonales del cuadrilatero cugoscgs son los puntos medios de
los lados deABC D. Probar que), K, L'y G estan alineados.

Solucion. Probaremos que los puntdsy G estan sobre la recta k.
Consideremos el punth. Seanl’, I'; y I's los circuncirculos deABCD, OAC'y
OBD, respectivamente.

Observemos qud(C es el eje radical dE y 'y, y queBD es el eje radical dE y I's.
Por lo tanto K es el centro radical dg, ', y I's, luego esta sobre el eje radicallde

y 'y, que eOL. Entonces[ esta sobre la recta k.

SeanM y N los puntos medios d8C y AD, respectivamente. El puni@ es el
punto medio deV/ N. ComoOM es perpendicular #C, el angulo entre las rectas
OMy AC es90° — /BCA = 90° — /BDA = ZCAD = ZAKN, que es igual
al angulo entre las recta& N y AC. Luego, las recta®M y KN son paralelas.
Anéalogamente se prueba que las re¢@ y K M son paralelas. Entonce@M K N
es un paralelogramo. Por lo tanto, los puntos medid€déy O K coinciden, es decir,
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G es el punto medio d@ K. Asi, O, K, Ly G estan alineados.

Problema 6. Alrededor de una mesa circular se sientarpersonas y sobre la mesa
hay 28 floreros. Dos personas pueden verse si y solo si no hay miihgyiero alineado
con ellas. Probar que existen al menos dos personas quepiade.

Solucion. A cada par de personas de la mesa le asignaremos un pesor@nigale
positivo). SiA y B son dos personas, el segmento que determinan separa algdato
gente en dos conjuntos.

Seam el minimo de los cardinales de esos dos conjuntos. Entatef@smos el peso
asignado al paf4, B} comoP(A, B) = -15.
Luego, la suma de todos los pesos de todos los pares (no dafgmie personas es

1 1 1 1 1

1~12+2-12+3~12+4-12+5~12+6-6f28.4.
Decimos que un florero sobre la mdsaqueaal par{A, B} si esta en el segmento
determinado poA y B. Si un florero en la mesa bloquea algunos pares, consideramos
un par{ A, B} de esos con peso maxinit{ A, B) = mLH Aunlado del segmentd B
hay sblom personas. Cada par distinto fl¢, B} que el florero bloquea debe contener
exactamente una de esaspersonas y la misma persona no puede aparecer en dos
pares distintos bloqueados por el florero. Luego, el floréoquea a lo masn + 1
pares y la suma de los pesos de los pares bloqueados por sb #gre lo maximo
(m+1)P(A,B) =1.
Finalmente, la suma de los pesos de todos los pares blogieadios2s floreros es a
lo m&s28 < 28.4. Entonces hay un par que no es bloqueado por ningln florero.
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Informaci on Olimpica

A continuacion presentamos las actividades programaatas pomité organizador de
la Olimpiada Mexicana de Matemaéticas, de abril a julio d&120
Del 28 de abril al 8 de mayo, Cuernavaca, Morelos

Entrenamientos para los seleccionados nacionales y eiglicde tres examenes
selectivos para determinar la delegacion que represeatdéxico en la52*
Olimpiada Internacional (un maximo de 6 alumnos), la dedé@n que represen-
tard a México en la Xl Olimpiada Centroamericana y defiBa (un maximo
de 3 alumnos) y la preseleccion para la XXVI Olimpiada |z@enericana.

Junio, primera quincena

Limite para registro de delegados que quieran aplicaraghex propuesto por el
Comité Organizador de la OMM como semifinal de su Concursatélsy envio
de este examen semifinal.
Entrenamientos para los seleccionados nacionales quieéasis la Xl Olim-
piada Centroamericanay del Caribe.

Del 16 al 26 de junio, Colima, Mexico
XIII Olimpiada Centroamericanay del Caribe.

17 y 18 de junio
Aplicacion de los examenes semifinales en los estadaad@Estegistrados con
este proposito).

Del 23 de junio al 3 de julio
Entrenamientos para los seleccionados nacionales pati asa52® IMO.

Del 16 al 24 de julio, Amsterdam, Paises Bajos
52% Olimpiada Internacional.

Tercera semana de julio
Publicacion del onceavo nmero de la revista “Tzaloa.”
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Apendice

Teorema 1 (Factorizacon en primos) Todo enterar mayor quel puede expresarse
como un producto de primos (con, tal vez, solamente un factor
Ver [5].

Criterio 2 (Criterio de divisibilidad entre 3) Un entero positivo es divisible ente
siy Dlo si la suma de susigitos es divisible entrg.
Ver [7].

Definicion 3 (Congruencias) Dados dos fimeros enteros, b, y un entero positivan,
decimos que es congruente cohmbdulom, sia — b es nilltiplo dem. En este caso
escribimos: = b (modm).

Ver [7].

Teorema 4 (Pequéo teorema de Fermat) Sia es un entero y es un fimero primo,
entoncesi? = a (mod p). En particular, sia no es divisible entre, se tiene que
a?~! =1 (modp).

Ver [5].

Teorema 5 (Induccbn) El método de inducéin se usa para demostrar que una pro-
posicbn P(n) es verdadera para todo entero > kg, dondek, es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra o) es verdadera.

2. Hipbtesis de inducéin: Se supone verdadera la proposigiP (k) para algin
enterok > k.

3. Se demuestra que(k + 1) es verdadera.

Concluimos entonces qu&n) es verdadera para todo entero> k.
Ver [8].

Teorema 6 (Induccbn fuerte) El método de inducéin fuerte se utiliza para demos-
trar que una proposidin P(n) es verdadera para todo entero> kq, dondek, es un
entero fijo. El nétodo funciona de la siguiente manera:
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1. Caso base: Se demuestra dug:,) es verdadera.

2. Hipbtesis de inducéin: Se supone que para &ig enterok > kg la proposicbn
P(m) es verdadera para todo entekg < m < k.

3. Se demuestra que(k + 1) es verdadera.

Concluimos entonces qu&n) es verdadera para todo entero> k.
Ver [8].

Teorema 7 (Principio de las casillas)Si kn + 1 objetos son colocados encasillas,
entonces al menos una casilla contigne 1 objetos. En particular, sk + 1 objetos
son colocados en casillas, entonces al menos una casilla contiene doa® ohjetos.
Ver [9].

Teorema 8 (Formulas dearea)
1. Elarea de un re@ngulo de lados y b esa x b.

2. Elarea de un trdngulo es igual a;—hl, dond€ es la medida de un lado/yes la
medida de la altura sobre dicho lado.

3. Elarea de un @rculo de radior es igual anr?.
Ver[1, 2].

Teorema 9 (Suma de losgingulos internos de un tréngulo) La suma de lo&ngulos
internos de un té@ngulo esl80°.
Ver [1, 2].

Teorema 10 (Teorema de P#goras) En un triangulo recangulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catedprocamente, si la

suma de los cuadrados de dos lados de usingulo es igual al cuadrado del tercer
lado, entonces el téingulo es reé&ngulo.

Ver[1, 2, 6].

Teorema 11 (Desigualdad de P#goras) Si ABC es un trangulo, entonces,
1. AB? < CA? + CB? siy 9losiZACB < 90°.
2. (Teorema de Pitgoras)AB? = CA? + CB? siy 9lo siZ/ACB = 90°.
3. AB%? > CA?2 + CB?siy 9losiZACB > 90°.

Ver[1, 2].

Definicion 12 (Congruencia de trangulos) Los triangulosABC y A’ B’C’ son con-
gruentes si lo@angulos y los lados del tinguloABC son iguales a lodngulos y los
lados del trangulo A’ B’C".

Ver [1, 2].
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Criterio 13 (Criterio de congruencia ALA) Un criterio de congruencia de #aingu-
los nos dice que si tenemos dogirgulos con un lado igual y d@ngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se leceonomoangulo-lado-
anguloy lo denotamos comiLA .

Ver [1, 2].

Criterio 14 (Criterio de congruencia LLL) Un criterio de congruencia de &ingu-

los nos dice que si tenemos dositrgulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le conoce lemmdado-ladoy lo deno-
tamos coma.lLL .

Ver[1, 2].

Definicion 15 (Semejanza de tAngulos) Los triangulosABC y A’ B’C’ son seme-
jantes, si sugngulos respectivos son iguales, es decir,

/ABC = Z/A'B'C’
/ACB=/A'C'B’
/BAC = /B'A'C’

y sus lados hologos son proporcionales, esto es

AB BC CA

A'B BC A

Ver[1, 2].

Criterio 16 (Criterio de semejanza AA) Si dos pares déngulos correspondientes
de los trAngulosABC'y A’ B'C’ son iguales, entonces losérigulos son semejantes.
A esta reladdn le llamamosinguloéngulo y la denotamos como AA.

Ver [1, 2].

Teorema 17 (Teorema de ThalesSi ABC es un trangulo yD, E son puntos sobre
los ladosAB y C A, respectivamente, entonces los segmebtBsy BC' son paralelos
siy dlosi 48 = 4¢

yDlosi4n = 4%5-
Ver [2].

Teorema 18 (Desigualdad del tingulo) Los rimeros positivos, by ¢ son las me-
didas de los lados de un &mgulo si y $lo si se cumplen las siguientes relaciones,

a+b > g
at+c > b
b+c > a.

Ver [1, 2].

Definicion 19 (Bisectriz) Dado unanguloZABC, su bisectriz es la recta que lo di-
vide en dosgingulos iguales.
Ver [2].
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Teorema 20 (Teorema de la bisectriz)Dado un triangulo ABC, AL es la bisectriz
interna delanguloZBAC siy Dlo si % = %.

Ver [2].

Teorema 21 (Teorema de MenelaoEn un trianguloABC, si L, M y N son puntos
sobre los ladoBC, C Ay AB, respectivamente (0 sobre sus extensiones), entdnces
M y N son colineales si y&do si 2& . €M . AN — _1 donde los segmentos se&st
considerando como segmentos dirigidos.

Ver [2].

Teorema 22 Si trazamos dos rectas tangentes a una circunferencia dasehaismo
puntoP, entonces los segmentos de recta ddg3ddos puntos de tangencia son iguales
y el centro de la circunferencia yace en la bisectriz@esdjulo entre las rectas.

Ver [2].

Teorema 23 (Medida delangulo inscrito) La medida de urangulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del arco comprendido ergus lados, es decir, la
mitad delangulo central que subtiende el mismo arco.

Ver[1, 2].

Definicion 24 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero es clico si sus cuatro &rtices
estin sobre una misma circunferencia.
Ver [2].

Teorema 25 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero convexad BC'D es dclico si 'y
sblo si la suma de loaAngulos opuestos es igualld0°, es decir, si y 8lo si

/DAB+ /BCD = /ABC + ZCDA = 180°.
Ver [2].

Definicion 26 (Circulo de Apolonio) Dados un segmentdB y una constante > 0,
el lugar geonatrico de los puntog’ tales queﬁ—g = ¢ es una circunferencia. Dicha
circunferencia intersecta a la rectdB en dos puntos diametralmente opuestos.
Ver [10].
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